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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Асимптотические методы, эффективность которых в самых 
разных областях прикладной математики всеми признана, начи- 
нают проникать в массовую учебную литературу. Предлагаемая 
книга — один из первых учебников, предназначенных для студен- 
тов и аспирантов не только университетов, но и технических вузов 
разных профилей. 

Суть асимптотических методов заключается в том, что при их 
применении достигается синтез простоты и точности за счет лока- 
лизации: в окрестности некоторого предельного состояния нахо- 
дится упрощенное решение задачи, которое тем точнее, чем меньше 
эта окрестность. 

Аналитические методы обычно делятся на эвристические и точ- 
ные. Совмещая в себе простоту эвристических представлений с точ- 
ностью аналитических оценок, асимптотические методы не ограни- 
чиваются ролью «золотой середины». В математике они занимают 
особое место. Главное отличие от классической математики со- 
стоит в том, что уровень точности конкурирует с размерами области 
действия; в заданной области точность асимптотического разложе- 
ния всегда ограничена. Такая плата за эффективность оказывается 
вполне приемлемой не только на практике, но и в теории, если 
этот «принцип неопределенности» допустить хотя бы в ту область 
математики, которая занимается асимптотическими методами. 
Жизненность и перспективноеть асимптотических методов под- 
тверждается также тем фактом, что активное взаимодействие 
численных методов е аналитическими происходит как раз через 
асимптотику. 

Учебник Али Хасана Найфэ появился на основе многолетнего 
опыта преподавания и обладает рядом достоинств: простой уровень 
изложения, богатый набор упражнений, сравнительный метод 
демонстрации различных алгоритмов. Однако, естественно, автору 
пришлось пойти и на некоторые жертвы. Так, в книге совсем не 
обеуждается вопрос о строгой оценке остатков асимптотических 
разложений. Но этот аспект не вполне освоен еще и в научной 
литературе. 

Проникновение асимптотических методов в массовую учебную 
литературу — важный этап закономерного процесса освоения 
этого самостоятельного раздела математической методологии. 
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Научная литература наполнилась книгами по асимптотике в тече- 
ние двух-трех десятилетий. Если учесть, что темпы их освоения 
в современном мире заметно возрастают, то можно ожидать, что 
лет через десять асимптотические методы проникнут и в школьные 
программы. 

Библиография автора дополнена в основном книгами, издан- 
ными на русском языке, тематическими сборниками и несколькими 
статьями методологического характера. Замеченные опечатки 
исправлены при переводе без специальных оговорок. 

Предисловие, гл. 1—6, 12, 1Зи приложения перевел И. Е. Зино, 
гл. 7—1, 14, 15 — 9. А. Тропп. 


Р. Г. Баранцев 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Многие задачи, с которыми сталкиваются сегодня физики, 
инженеры и специалисты по прикладной математике, не поддаются 
точному решению. Среди причин, затрудняющих точное решение, 
можно указать, например, нелинейные уравнения движения, пере- 
менные коэффициенты и нелинейные граничные условия на извест- 
ных или неизвестных границах сложной формы. Для решения 
подобных задач мы вынуждены пользоваться различного рода 
приближениями, комбинируя аналитические и численные методы. 
Среди аналитических методов весьма мощными являются методы 
возмущений (асимптотических разложений) по большим или 
малым значениям параметра или координаты. Настоящая книга 
посвящена описанию этих методов. 

Большинство используемых методов возмущений с учетом их 
сходства и различия, а также преимуществ и ограничений было 
еистематически рассмотрено в моей предыдущей книге !. Хотя для 
их описания поначалу использовались примеры с простыми обык- 
новенными уравнениями, допускавшими точное решение, и лишь 
потом, по мере усложнения, исследовались уравнения в частных 
производных, тем не менее изложение носило довольно сжатый 
характер и было раесчитано в основном на специалистов. Цель 
настоящей книги заключается в том, чтобы изложить этот материал 
наиболее простым образом, что позволило бы освоить его хорошо 
успевающим студентам и аспирантам самых различных научных и 
технических специальностей. Основываясь на восьмилетнем опыте 
преподавания методов возмущений для аспирантов Политехниче- 
«кого института и Университета штата Виргиния, я отобрал лишь 
нееколько определенных методов и существенно упростил их 
описание. Кроме того, я попытался ответить здесь на вопросы, 
которые чаще всего задавали мне мои слушатели. Все предлагае- 
мые методы иллюстрируются с помощью простых примеров — 
главным образом посредством алгебраических или обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

Материал, изложенный в гл. Зи 15, а также в приложениях А 
и В, в предыдущей нашей книге отсутствует. В гл. 3 рассматрива- 
ются асимптотические разложения интегралов. Глава 15 посвя- 


1 А. Х. Найфэ. Методы возмущений. Пер. с англ. — М.: Мир, 1976. 
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щена построению сопряженных линейных однородных уравнений 
(алгебраических, дифференциальных — обыкновенных и в част- 
ных производных, а также интегральных) и нахождению условий 
разрешимости соответствующих неоднородных задач. В приложе- 
нии А представлены некоторые тригонометрические тождества, 
в приложении В описываются свойетва обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений, а также символический метод 
решения однородных и неоднородных уравнений с постоянными 
коэффициентами. 

От читателя требуется лишь знакомство с основами анализа и 
знание элементарных свойств обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

В каждой главе содержится большое число упражнений. За 
дальнейшими задачами отсылаю читателя к моей предыдущей 
книге, а также к монографии «Нелинейные колебания», написанной 
мною совместно с Д. Муком '. Ввиду учебного характера этой 
книги в библиографию включен перечень лишь самых необходимых 
работ, без каких бы то ни было ссылок на них в основном тексте. 

Я глубоко благодарен К. Р. Асфару и Д. Т. Муку за чтение 
всей рукописи, а также Л. Уотсону, М. Уильямсу, К. Пратеру, 
С. А. Рагабу, И. Уикмену, А. Йену, H. Лю, Г. Риду, Дж. Деде- 
реру, Й. Ма и У. С. Сарику за чтение отдельных ее частей. Боль- 
шинство рисунков были выполнены Т. X. Найфь, К. Р. Асфаром, 
И. Уикменом, Т. Дуньяком и Т. Макколи — всем им я хочу 
выразить свою признательность. Наконец, мне хотелось бы 
поблагодарить Патти Белчер, Джанет Брайант и Шарон Ларкинс 
за перепечатку рукописи. 


Али Хасан Найфэ 
Блэксберг, штат Виргиния. 
Апрель 1980 г. 


1 А. Н. Nayfeh, О. Т. Mook. Nonlinear Oscillations, — М. У.: Wiley, 1979. 


Глава 1 


ВВЕДЕНИЕ 


1.1. Анализ размерностей 


В большинстве задач гидромеханики, динамики твердого тела 
и других разделов физики крайне редко оказывается возможным 
получить точные решения — причиной этого служат обычно раз- 
личного рода нелинейности, неоднородности или сложные гранич- 
ные условия. Поэтому инженеры, физики и специалисты по при- 
кладной математике вынуждены обращаться к приближенным 
решениям, которые могут строиться либо численными методами, 
либо аналитическими, либо путем комбинации численных и анали- 
тических подходов. В этой книге мы будем рассматривать лишь 
чисто аналитические процедуры, которые в сочетании с методами 
численного анализа, например такими, как метод конечных разно- 
стей или метод конечных элементов, позволяют создать весьма 
мощный и гибкий аппарат решения современных физических 
задач. 

Ключом к решению той или иной задачи является, как известно, 
построение ее математической модели. В процессе создания такой 
модели мы стараемся принять во внимание одни особенности 
задачи, полностью пренебрегаем другими и лишь в определенной 
степени учитываем третьи. Для осуществления этих важных шагов 
нам прежде всего нужно определить порядок величин различных 
элементов системы (т. е. насколько они велики или малы), сравни- 
вая их друг с другом и с заранее выбранными характерными 
элементами. Этот процесс называется приведением переменных 
к безразмерному виду. Прежде чем пытаться проделать какие-либо 
аппроксимации, всегда нужно ввести безразмерные переменные. 
Например, если некоторый элемент системы имеет дяину один 
сантиметр, является ли этот элемент большим или малым? Ответить 
на такой вопрос можно лишь обратившись к исходной постановке 
задачи. Ясно, что если мы, к примеру, исследуем движение спут- 
ника на околоземной орбите, то один сантиметр будет пренебре- 
жимо малым расстоянием. С другой стороны, если в какой-либо 
предложенной нам задаче нужно учитывать расстояния между 
молекулами, TO при этом один сантиметр оказывается”уже гигант- 
ской длиной. Точно так же масса в один грамм представляет собой 
ничтожно малую величину по сравнению с массой спутника,“но 
в то же время оказывается невообразимо огромной по отношению 
к массе электрона. Итак, представление уравнений в безразмерной 
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форме выявляет наличие важных безразмерных параметров, кото- 
рые определяют поведение исследуемой системы. Даже если мы не 
собираемся обращаться к тем или иным аппроксимациям, тем не 
менее, прежде чем приступить к анализу конкретной задачи или 
к обработке экспериментальных данных, рекомендуется обяза- 
тельно выполнить эту весьма существенную и важную операцию. 
Разберем теперь насколько примеров, иллюстрирующих процесс 
приведения к безразмерному виду различных физических задач. 


Пример 1. Рассмотрим движение частицы массы т, закреплен- 
ной на линейной пружине с коэффициентом жесткости # и испыты- 
вающей сопротивление среды, коэффициент вязкости которой 
равен p (рис. 1.1). Используя второй закон Ньютона, имеем 


т а 
а ku =0, (1.1) 


где и — смещение частицы и # — время. Предположим далее, что 
частица начинает движение без начальной скорости из состояния 
покоя, описываемого координатой Up; начальные условия при этом 
запишутся как 

du 

“dt \t=0 


Итак, в данном случае зависимой переменной является смещение и, 
а независимой — время #. Их необходимо привести к безразмер- 
ному виду, используя характерный размер и характерный масштаб 
времени системы. Смещение и можно сделать безразмерным, при- 
нимая в качестве характерной длины начальное смещение Uo 
в качестве же характерного масштаба времени выберем величину 
обратную собственной частоте системы Wy) = У Ё/т. Таким обра- 
зом, положив 


и [10 = Uo, 


=0. (1.2) 


u* =uluo, t* = wot, 
где звездочкой обозначены безразмерные величины, получим 
аи _ а(иои*) dt* du* 


a dis dt P00 “ape 


Puc. 1.1 Macca, связанная ¢ пружиной и BASKOCTHMM демпферем. 
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при этом (1.1) представится в виде 


а?и* du* . 
A+ ооо Se + kuou” = 0. 


2 
И 
тои ae 


Отсюда 


или 
sa tH a + ut =0, (1.3) 
где 

wait. (1.4) 


Начальные условия (1.2) в безразмерных переменных записы- 
ваются как 


ut (O)=1, SE (0)=0. (1.5) 


Таким образом, решение данной задачи зависит от единственного 
параметра р*, представляющего собой отношение силы сопротив- 
ления к силе инерции, или возвращающей силе пружины. Если это 
отношение мало, то при построении приближенного решения задачи 
безразмерную величину в * можно рассматривать в качестве малого 
параметра. В этом случае мы говорим о системе со слабым затуха- 
нием. Следует отметить, что малость величины | вовсе не означает, 
что данная система будет представлять собой систему с малым 
затуханием; для этого необходимо, чтобы было мало p* = и/тез = 
= в/И km. 


Пример 2. Предположим теперь, что упругая сила пружины 
описывается нелинейной функцией вида 


упр = Ru + №ьи?, (1.6) 
где k и ky суть постоянные. Тогда (1.1) переходит в уравнение 
т + pt ku + kyu? 0. (1.7) 


Иепользуя те же еамые безразмерные переменные, что и в преды- 
дущем примере, получаем 


а?и* du* 7 .: 
п т + aloo ре + Rug” + Ки" =0, 
или 
4?и* du* . 
“gar Te ge Ни et =0, (1.8) 
где 
u __ Ratt 
va, и e= (1.9) 


При этом начальные условия вновь преобразуются к виду (1.5). 
Таким образом, данная задача будет зависеть уже от двух безраз- 
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Рис. 1.2. Космический корабль в гравитационном поле двух фиксированных 
масс. 


мерных параметров p* и г. Как и выше, p* представляет собой 
отношение силы сопротивления к силе инерции, или линейной 
возвращающей силе. Параметр же в представляет собой отношение 
нелинейной и линейной составляющих упругой силы пружины. 

В тех случаях, когда мы говорим о слабо нелинейной системе, 
подразумевается, что величина А. ио/ мала. Вместе с тем даже при 
малости постоянной №, по сравнению с # нелинейность может ока- 
заться весьма значительной, если и, будет велико по сравнению 
с отношением k/k,. Таким образом, степень нелинейности системы 
в целом характеризуется именно параметром &. 


Пример 3. В качестве третьего примера рассмотрим задачу 
о движении космического корабля с массой т в гравитационном 
поле двух фиксированных притягивающих центров, массы которых 
т; и т. много больше массы т. В декартовой прямоугольной CH- 
стеме координат, показанной на рис. 1.2, уравнения движения 
имеют вид 


dx mm Gx mm,G (x —- 1.) 

Пт аи Tepe? (10 
dty _ mm,Gy mm,Gy 

mae Gag ay Teh + oP” as 


где { — время, С — гравитационная постоянная и L — расстояние 
между массами т, и то. 

В данном случае зависимыми переменными являются коорди- 
наты х иу, а независимой переменной — время {. Ясно, что в ка- 
честве характерной длины для этой задачи следует выбрать рас- 
стояние L между притягивающими центрами. Выбор же характер- 
ного масштаба времени далеко не так очевиден. Поскольку мы 
предполагаем, что перемещения масс т, и т» не зависят от харак- 
тера движения космического корабля, то т; и тз будут двигаться 
по эллипсам вокруг общего центра масс. При этом период их 
обращения будет равен 


= QnL3/2 
V G(m, + m,) 
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так что частота обращения оказывается равной 


бт 
@ = L G(m, + m,)- (1.12) 
Величину, обратную Wo, мы и используем в качестве характерного 
масштаба времени задачи. Далее, вводя безразмерные переменные 


wat, y=, t* = wl, (1.13) 
получаем 
dx _ d(xtl) dit р dx* dix ро 4х 
аа @ — dis? ай — av’ 
dy _ d(y*L) di* _ dy* Фу _ , 2 dity* 
a ar a LO Ge) aa = Мг. 
При этом (1.10) и (1.11) переписываются в виде 
2 dixe _ mm,GLx* =A mm,GL (х* — 1) 
т et Tae ey PE Tae — 1 
а2у* mm,GLy* mm,GLy* 
ile a Ys, Щи 
ae бе НУР Le — Пе ур › 
или 
42х* _ mG a _ таб. (x* — 1) 1.14 
a TD PE TE Te ee (19) 
a mG y* mG y* 1.15 
ет = Tot Ga PE Tt fe ee (1-15) 
Используя (1.12), находим 
тб _ т. mG _ т: 
1308 торт’ 1998 тт, * 
Поэтому, если положить 
тэ = т: = A 
ле ee TO и рии =|—в, (1.16) 
и уравнения (1.14)—(1.15) принимают вид 
42х* _ 1—8) _ е (х* — 1) 1.17 
ат ey Петру" О 
2 ная: „* 
Oe ee, (18 


(x** + ys")? [(x* — Пу 

Таким образом, наша задача определяется только одним параме- 
тром &, который обычно называют приведенной массой. Если т, 
представляет собой массу Земли, а т, — массу Луны, то 
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т. е. действительно является малой величиной. Она и может рас- 
сматриваться в качеетве параметра возмущения при построении 
приближенного решения задачи о движении космического корабля 
в гравитационном поле Земли и Луны. 


Пример 4. В качестве следующего примера рассмотрим коле- 
бания круглой пластины радиуса а с закрепленным краем, находя- 
щейся под дейвтвием равномерно распределенной радиальной 
нагрузки. Если обозначить через w поперечное смещение произ- 
вольной точки пластины, то линейные колебания плаетины будут 
описываться уравнением 


Dy'w — Pyw +p 22 =0, (1.19) 


где t — время, р — жесткость пластины, P — равномерно распре- 
деленная радиальная нагрузка и р — плотность материала пла- 
стины на единицу площади. Граничные условия имеют вид 


ш —=0, 2—0 при г=а, 


их о при г=0. Ge) 


В данном случае и представляет собой зависимую переменную, 
аЁи г — независимые переменные. Ясно также, что характерной 
длиной для этой задачи являетея радиуе пластины а; характер- 
ный же масштаб времени Т мы определим ниже. Вводя безразмер- 
ные переменные 


w* =<, r=, в=т, 
получаем 

ow _ д(аш*) dr* _ dw* 

“Or Or* мб, 

01 _ д(аш*) _ ди 

8 = 5 =‘, 

Ow O(aw*) dt* а dwv* 

“~~ Of dt ~~ Tor 
Так как 


a 1 @ 1 @ 
Va oat ort м. 


г 
то (1.19) дает 


р д 1 98 2 1 @\2 . 
@ \ др" rm ar* г” 002 В 
Р д? 1 @ 1 @ pa Ow _ 
(get eat 7 ==) "Не =0, 
или 
р “ot # yt pat we 
ааР VF wt — У*ш* + PTF oat = 0) (1.21) 


1.1. Анализ размерностей 15 


Теперь мы можем выбрать Т из условия, YTOOM коэффициент при 


a оказалея равным 1, т.е. полагая T=ay p/P. В этом 
случае уравнение (1.21) приобретает вид 
и — и =, (1.22) 
где 
e= ar (1.23) 


а граничные условия (1.20) в безразмерных переменных переписы- 
ваются как 


v= = = при r*=1, 
w* < 00 при г*=0. ae) 


Итак, наша задача вновь зависит OT одного безразмерного пара- 
метра =. При этом, если величина нагрузки Р велика по сравнению 
ср /а*, г оказывается малым и может рассматриваться в качестве 
параметра возмущения задачи. 


Пример 5. В качестве последнего примера рассмотрим уста- 
новившееся обтекание плоской пластины потоком несжимаемой 
жидкости. Задача описывается уравнениями 


ди ov 

+= (1.25) 

д. д. 9 д д 
p (ма tos )=— а Ев (+ 5)» (1.20) 

ди ov д he O% 
P(e ato) = ate (artar) (27) 

® граничными условиями 

и =у= 0 при у = 0, (1.28) 


и—> И», 9—0 при x>-—oo, 


где ни о — составляющие вектора скорости вдоль осей хи у 

соответственно, р — давление, р — плотность и в — коэффициент 
вязкости жидкости. 

В данном случае зависимыми переменными являются величины 

и, оир, а независимыми переменными — координаты x и у. Для 
yv 


Se 
Su 


Рис. 1.3. @Фбтекание бесконечной пластины. 
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того чтобы привести уравнения (1.25)—(1.27) к безразмерному 
виду, выберем в качестве характерной длины [ расстояние от 
передней кромки пластины до некоторой заданной ее точки 
(рис. 1.3), а в качестве характерного масштаба скорости — ско- 
рость набегающего потока И». Вводя безразмерные переменные 
по формулам 


и 


ut = —— = PsP eae Wigs AU 
Uns > Us ’ р pU?, ‚ у у Г’ 
имеем 
ди _ д(ым*) ах _ И» ди* ди _ Ц» ди* 
Ox дх* ах 6’ бб Г д, 
ди Ye dur Ou Ue ди* 
д Па бу», ду? Lt oye’ 
by Vo dus д _ wv" дю _ Yo drut 
ao Е ae? jy L oy*? xt ГА ye? ? 
dy _ И» д* др _ РИ» др" др _ РИ» др* 
д а Gyr? ОЕ бт’ Oy LS 


При этом из (1.25)—(1.28) получаем 
Uy ди* О» до 


Г 9» + т dy* =0, (1.29) 

РИ „ди, Ue „ди PU apt » Woo [де | dtut 
т Ри = Lox 1 (jar ape)? 
(1.30) 

ри? + dv" ри? se out _ pU2, opt ВИ» / д2о* д2о* 
ти Oe Г oye — т Oy Te бе Gye]? 
(1.31) 


u* = v* = 0 при у* = 0, 
Оъи— 0», v*>+0 при х*-— — oo. (1.32) 
Соотношения (1.29)—(1.32) можно переписать в виде 


ди* д* 


= ar =0, (1.33) 
ди* out др 1 ди* д2и* 
ee tt б-р (Gorter) 08% 
до* д” _ _ д* =, 1 [0%* | ay 
a ae НО" дуг = — дук + Re (se + ду*' ), (1:88) 
u*=v*=0 при y*=0, (1.36) 


u*>1, 5*—0 при х*—>— о, (1.37) 
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где параметр 
РИ 5 Ё 


Re =—= (1.38) 


называется числом Рейнольдса. 

Уравнения (1.33)—(1.35) с граничными условиями (1.36) — 
(1.37) показывают, что наша задача зависит лишь от одного без- 
размерного параметра Re. В случае малой вязкости, т. е. когда и 
мало по сравнению с произведением PU..L, параметр Re оказыва- 
ется большим, и обратная ему величина может быть использована 
в качестве параметра возмущения при построении приближенного 
решения данной задачи. Этот процесс приводит нас к широко 
известным в механике жидкости уравнениям пограничного слоя. 
Если же поток обтекает пластину с малой скоростью, т. е. в случае, 
когда pU,L невелико по сравнению с р, параметр Re становится 
малым и сам может служить в качестве параметра возмущения 
при построении приближенного решения. В этом случае мы 
получаем так называемое течение Стокса—Озеена. 


1.2. Разложения 


При построении приближенных решений алгебраических, диф- 
ференциальных и интегральных уравнений, а также при оценке 
различных интегралов нам приходится иметь дело с рядами по 
степеням параметра или независимой переменной. Такие разложе- 
ния в степенные ряды строятся обычно либо с помощью формулы 
бинома Ньютона, либо путем использования рядов Тейлора. О них 
и пойдет речь ниже. 


Биномиальная формула 
Простым перемножением находим 
(а + b)? = а? + 2а6 + 6, 
(a + 5) = a® + 3a*b + 3ab? + 55, 
(a + b)* = at + 4235 + 6ab? + 4ab> + 5“. 
Обобщением этого правила на случай произвольных целых п 
служит формула 


(a+ by at + naib + AED go-npa 5 MO OND) gags 4, 
(1.39а) 
которую можно переписать в виде 
п 
! 
@- в = » aaa one, (1.396) 
m=0 


или 


@-- 5)" = У) cra", rae Chaat. (1.308) 
m=0 


mi(n—™m)1 


18 Гл. 1, Введение 


Разложение (1.39а) справедливо для любых положительных или 
отрицательных п, при условии если | 5/а| < 1; в противном случае 
ряд расходится, поскольку 


lim т-й член в (тп (n—1)(n—2) ... (пои Пат" — 

moo (М — 1)-Й ЧЛен т.» m! n(n — 1) (п—2)... (п-т 4 2) ат т 
у (n—mtlb bb 
a ona (1.40) 


Tak, например, мы имеем 
5 
5! 
(a+b = ba lea mr "6" = 
m= 
= a -+ 5atb + 10a%b? + 104263 + 5ab* + 65, 


6! обр — 


6 
(+O! = 2 ware тт 


a one 6a*b -|- 15a4b? + 20a3b3 +- 15a7b* + баб? + 6°, 
(a+b)? = al? раб Рам + 
1 1 3 
AOE tat anes 


= al? 4 + ali — азы + te 7523 4. ..., 


Pa Vi oe —1) (—2) (— 
(a+ by) =a4—a%+ ( a 2) рб +. (SDSS) grape aya 
=a'!— ab -+ а 36? — а*63-|- .... 
Отметим, что два первых разложения, соответствующие п = би 
п = 6, содержат конечное число членов. В последние два разложе- 
1 
ния, соответствующиел = — ил = —1, входит бесконечное число 


2 
членов; тем самым их справедливость имеет место лишь при 


[61 < [а|. 


Ряд Тейлора 


Евли функция f(x) бесконечно дифференцируема в точке 
х = Xo, то ее можно разложить в ряд по степеням (x — хо) 


F(x) = а (х — Xo) + аз (х — Xo)? а (х — Xo)P + 20 = 
= Хы — Xo)", (1.41) 
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где а, — постоянные, определяемые значениями функции | (x) 
и ее производных в точке х == Xo. Действительно, полагая в (1.41) 
х = Xo, находим, что ао == } (хо). Дифференцируя разложение 
(1.41) по x, получаем 


Ё (x) = ay + 2, (x — хо) + Заз (x — x)? + 
+ 4a, (x — x)? + ..., (1.42) 


откуда, если положить х == хо, имеем а, = [’ (хо). Далее, диффе- 
ренцируя (1.42) по x, получаем 


РО = 21 ay + Bldg (x — м) + 4-3 ay (x — м... (1.43) 
Полагая x = х,, находим а, = ah (xo). Дифференцирование 
(1.43) no x дает 

f" (x) = 3la, + 41а, (x — x) + +++, (1.44) 
откуда, полагая x = хо, имеем а; = 4 f" (xo). Неограниченно 


продолжая этот ироцесе, можно определить все остальные коэф- 
фициенты 


1 
a, = т (9), (1.45) 
где № = и f() = f(x). Таким образом, разложение (1.41) 
Хх 
можно представить в виде ряда 


кл) 
под = YE и — 2)", (1.46) 
n=0 
который называется рядом Тейлора функции } (x) в окрестности 
точки X = Xp. 


Так как 
а 
ях (sinx)=cosx и Gy (cos x) = —sin x, 
TO 
xt xt Ей 
sinx=x— т + Ут @ + 0г, (1.47) 
= xa жа я". 
cosx=1— 54+ 2 — F > Со. (1.48) 
Аналогично, с помощью а 
= (@)== 
получаем 
2 3 = п 
аа Sar oe) 
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а из соотношений 
ша += @ +4)", а-я) = па 


имеем 


co 
ха es xt (—1)"*! x 
In(l+xy=x-3- 45-24... ===. (1.50) 
nol 
Вышеприведенные тейлоровские разложения мы будем часто 
использовать в последующих главах. 


1.3. Калибровочные функции 


В этой книге мы будем заниматься исследованием пределов 
различных функций, в частности предела функции f (=) при e, 
стремящемся к нулю, что будем обозначать как = — 0. Этот предел 
может зависеть от того, стремится ли & к нулю справа (этот факт 
мы будем записывать Kak е — +0) или слева (такое стремление 
обозначим как = -> —0). Например, 

lim ее =0, no lim e-}@ = оо. 

e++0 e+—0 
В дальнейшем мы будем предполагать, что все параметры выбира- 
ются таким образом, что = > 0. Если предел функции f (2) су- 
ществует (т. е. у нее нет существенных особенностей при = = 0, 
таких, как у функции sin e~'), то имеет место одна из трех возмож- 
ностей 


f(e)>0 
f(e)>A } при в>0, 0<|А|< о. (1.51) 
Не) © 


Чаще всего такая классификация оказывается не слишком удоб- 
ной, поскольку существует бесчисленное множество функций, 
стремящихся к нулю при  -> 0. Так, 


limsine=0, lim(1—cose)=0, Ит(е — яп) =0, 


8—0 2-0 e+0 (1 .52) 
lim {In(1 + а =0, Ите- =0, 
8—0 =>0 


Точно так же имеется бесконечно много функций, которые стре- 
мятся к бесконечности при 2 -+ 0, например 

. 1 ы 1 

Па = о, Нм, 

=>0 sine =>0 1—5 — с05 


(1.53) 


в р 1 
теме = оо, Шт Ш — =o. 
e+0 230 ы 
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Поэтому, для того чтобы уточнить вышеприведенную класси- 
фикацию, мы будем подразделять каждый из указанных классов 
функций в соответствии со скоростью, с которой они стремятся 
к нулю или к бесконечности. Иначе говоря, мы будем сравнивать 
екорость соответствующего убывания или возрастания этих функ- 
ций со скоростью стремления к нулю или бесконечности некоторых 
известных функций. Эти функции сравнения называются калибро- 
вочными функциями. Простейшими и наиболее употребительными 
из них являются целые положительные степени параметра = 


hy 6. ев sae, 
а также его обратные степени 
6:6 23 =... 
при этом известно, что для малых & 
1 >> #> #> =>... иг! < Е”? Е <=“ <.... 
Определим теперь скорость, с которой рассмотренные нами 


ранее функции стремятся к нулю или бесконечности. Используя 
тейлоровское разложение (1.47), имеем 
23 eb = 
те Пк 
и, следовательно, sin = — 0 как в, поскольку 


Е | a 4 
lim S2° = lim (1 —$;+4r+ = 


evo @ &>0 
Далее, с помощью (1.48) mae’ 
24 
1 — с0$в = + canter ee: 


откуда 1 — 605 = — 0 как e?, Е 


: pcos 1 
lim — =lim (37 — - Jeg. 
8:50 ixg 21 ar Е 21 


Точно так же = — sine 0 как 2, поскольку из разложения 
(1.47) следует 


e—sine= 27 — + oes 
sine т _ Ni hm, A 
lim “= = lim (ap — Srte+:) =r: 
Аналогично, используя (1.50), получаем 
в =? #3 4 
па (#—5+5+...), 
откуда [In (1 + г) * > 0 как e*, поскольку 
: In (1 a 
lim 2G" him 1-5424.. “Vas 1. 


8—0 #=>0 
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-Для того чтобы определить скорость, с которой стремится 
к нулю exp (—1/=) при = -> 0, попытаемся разложить эту функцию 
в ряд Тейлора при малых г. Для этого нам необходимо знать ее 
нроизводные при = = 0. Но 


d(et/s 1 
f= te abe, (1.54а) 
что при = = 0 приводит к Е Е вида +. Так как 
Ве ee x2 
lim f’ (e) = s— = lim x’e-* = lim — 
2-0 = ы X00 x00 &* 


то, используя правило Лопиталя и дважды дифференцируя по х 
чиелитель и знаменатель, имеем 


lim f’ (e) = lim 2 0, 
откуда 
f’ (0) = 0. (1.546) 
Далее, дифференцируя по = ee (1.54а), находим 
re@=(4-a)e", (1.55a) 
откуда |” (0) = ‘i не согласно правилу Лопиталя, 
} x4 — 2x3 «41 
1 >> Ve = lim ——— = Нт— = 
er) = lana — Г. 
Наконец, Е (1.55а) дает 
„ 1 6 6 
Ре (че че--ые) =, (1.56a) 
откуда f” (0) = 0, так как 
| 1 6 6 x6 — 6хь + Gxt . 61 
lin (Gre в 
Продолжая этот процесс, получаем, что 
К (0) = 0 (1.57) 
для Beex п. При этом из (1.46) следует ее = 04+0+4+0+0+4 
+ ..., что, конечно, неверно. Таким образом, функция exp (—1/e) 


не может быть представлена рядом по степеням =. Происходит это 
потому, что при е -> 0 она стремится к нулю быстрее, чем любая 
степень =. Действительно, 


-1/8 


р ree a al 
lim = lim = lim—-=0 
8—0 Е xr @ x00 


— этот результат легко получается с помощью последовательного 
применения правила Лопиталя. Итак, одних лишь етепенных 
калибровочных функций нам оказывается недостаточно, и к ним 
нужно добавить функцию exp (—1/=). 
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Исследуем теперь, с какой скоростью стремятся к бесконеч- 
ности функции, представленные в соотношениях (1.53). Используя 
(1.47), получаем 


1 1 1 


sine — -=3 =2 , 
Sart" me 
откуда (sin =)-! -> со как =-!, поскольку 
ее = lim —4 = 1. 
2-0 1 sro ЗП 01 
3! 
Далее из разложения (1.48) находим 
1 КА 1 
1 = 4 eo , 
фыкеиа IE sch обр — oe 
1 xe cos Е Ti + 61 + 


2 


1 =} “4 
так что (1 — > e? — cos г) — — < как—=*, поскольку 


Ар es 
&--0 Е & та a) cn Bie Ben, х = 
ge cs тв +‘ 


Так как exp (—1/е) стремится к нулю быстрее, чем любая 
положительная степень г, то функция exp (1/=) стремится к беско- 
нечности быстрее, чем любая обратная степень е; в самом деле, 
согласно правилу Лопиталя, имеем 

el/s ee ee i 2% 
= lim — = lim — = о. 
Хью x" X00 п! 


в-0 1 


Таким образом, мы должны пополнить совокупность калибровоч- 
ных функций еще одной функцией, —ехр (1/=). Далее, функция 
In (1/=) при = -> 0 стремится к бесконечности медленнее, чем e-%, 
где & — сколь угодно малое положительное число, так как 


ne), lim 2 = lim —— = — lim = 


lim 
eo ti 29 х-ьсо Х. 4х! x00 x 


8>0 = 
Следовательно, к набору калибровочных функций необходимо доба- 
вить еще функцию In (1/=). Точно так же в этот набор нужно 
включить и функцию [In (1/2) |, с тем чтобы иметь возможность 
описывать поведение функций, которые стремятся к нулю медлен- 
Hee, чем любая степень &, в частности =°, где @ — сколь угодно 
малое положительное число. 
Итак, приведенные рассуждения показывают, что для получе- 
ния полного набора калибровочных функций кроме различных 
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степеней = мы должны включать в него логарифмы, экспоненты, 
а также функции вида 


a, en шп (+), In In In (+), (int)’, (Inz)” HT. д. 


1.4. Символы порядка 


Вместо утверждения о том, что SiN = стремится к нулю с той же 
скоростью, что и в, обычно говорят, что «sin & имеет порядок в 
при & — 0», или «sin = есть «О большое» от = при  -> 0», и запиеы- 
вают это как 

sine = О (=) при e > 0. 
Вообще мы полагаем !) 


| (=) = O [g (=) ] при e 0, (1.58) 
если существует такое число А, что 
lim LO. — A, 0<|A|<oo. (1.59) 
Таким образом, при = > 0 
cose = О (1), cose — 1 = O (e3), 
sh e = О (8), tg e =О (=), 


cosec в = О (e"), sece = 0 (1), 


23/2 
ctg e = O (e"4), = O(e!/2), 


sine 


sht=0(!), sch t=O"). 


Необходимо отметить, что введенное с помощью символа O мате- 
матическое понятие порядка формально отличается от физического 
понятия порядка величины, поскольку численное значение по- 
стоянной A, т. е. выбранного коэффициента пропорциональности, 
при этом совершенно не учитывается. Так, Ae = О (2), даже если А 
равно ста тысячам. Вместе с тем всегда существует тайная надежда, 
что эти две оценки в значительной степени связаны между собой. 
Иными словами, обычно принимается, что соответствующие 
коэффициенты пропорциональности порядка единицы и значение, 
определяемое символом порядка, оказывается достаточно близким 
к фактическому численному значению физической величины. 


1) В существующей литературе по асимптотическим методам символ O обычно 
вводится несколько иначе. А именно, } (г) = О [g (e)] при e—> 0, если || (®)} = 
<AJ|g(e)|, e<e, А = const; при этом символ О фактически означает оценку 
порядка сверху. Ограничиваясь, согласио (1.59), точной оценкой порядка, автор 
отходит от традиционного определения и восстанавливает соответствие между 
звучанием и смыслом соотношения (1.58). Вопрос о новом символе для верх- 
них оценок у автора не возникает, поскольку такне оценки в книге не иеполь- 
зуются. — Прим. ред. 
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Во многих случаях имеющаяся у нас информация о заданной 
функции оказывается недостаточной для определения скорости, 
в которой эта функция стремится к пределу, однако с ее помощью 
вполне можно установить, будет ли эта скорость больше или 
меньше скорости изменения соответствующей калибровочной 
функции. При этом мы используем символ порядка «0» (0 малое), 
определяемый следующим образом: 


| (е) =о [g (e)] при = > 0, 


если (1.60) 
lim LO. —0 
e+o & (Е) С 
Так, при e>0 
sine =0/(1), sine = 0(e!/), 
cos € = 0(e7!), cos € = 0(e7!/), 
e-We — 0(е-10-*), 2-10 — o(el/e), 


I 1 1 
In z= 0 (e~9-00001), In In = о (т +) Е 


elt = о (e'/*), (in L)? = 0(¢-0,0000, (1.61) 
1.5. Асимптотические ряды 


Расемотрим теперь вопрос об оценке интеграла 


i(o) = | 
0 


при болымих положительных @. Одним из способов построения 
соответствующей аппроксимации для функции f (©) является метод 
Лапласа, описываемый в $ 3.3. Он заключается в разложении 
множителя, стоящего в подынтегральном выражении приехр (—х), 
в ряд по степеням х и последующем почленном интегрировании 
полученного ряда. Действительно, используя биномиальную фор- 
мулу, получаем ряд 


е-х 
+x 


@ 
[02 


ах (1.62) 


о__ 1 =. х x? x8 В я (—1)" x" 
Sie? tee et gr in 


n=0 


(1.63) 


который сходитвя при x < ®. Основная идея, лежащая в основе 
метода Лапласа, состоит в том, что при больших x exp (—x) стре- 
мится к нулю быстрее, чем растет к бесконечности любая степень х. 
Отсюда следует, что величина нашего интеграла при больших © 
определяетея в основном лишь поведением подынтегральной 
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функции вблизи начала координат. Подставляя (1.63) в (1.62), 
находим 


СТХ Се 72 ye aes 
Но) = | уе и р e-* dx. 
0 n=0 п=0 
Но поскольку для целых п 
a: 
| хче-х dx=n!, 
0 


то 
. (—1)"a! 
Но) = У г (1.64) 
n=0 ее 
Применяя признак сходимости Даламбера, получаем 
р р: у 
ь -й член : (—1)" nto! =n 
lim 2 SH = lim = 
noo (W—I)-H Член ee 0” (—1)"! (n— 1)! neo 2 a 


и, вледовательно, ряд (1.64) расходится для всех значений в. 
Для того чтобы выяснить, можно ли все-таки каким-либо образом 
использовать формулу (1.64) для вычисления | (), вычислим 
остаток, получающийся при усечении этого ряда на М№-м члене. 
Заметим при этом, что отрезок ряда 


у (-1)" x" 
a 


n=0 


представляет собой геометрическую прогрессию с суммой 


(=) 


т п=0 
м+1 Nel 
где Ry=—— — '-(-=) И (a) | eX! 
А — OFR [ee ee oN (4+ x)’ 


ИЛИ, окончательно, 
N+t 


(= ob см Е 
a yen и («Хх ° 195 


n=O 
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Умножая (1.65) на ехр (—х) и интегрируя полученный ре- 
зультат OT x = 0 дох = со, получаем 


Там ааа 
(о) = | eae dx = \\ [ме «dx +- Ry (6), 
0 n=0 0 
ИЛИ 


м 
—1)" nl 
Нод = YH + Rv). (1.66) 
где остаток м 
Ey > ма. 


Ry (®) = [ase (1.67) 


является, очевидно, функцией ® и №. 

Теперь вместо того, чтобы применять признак Даламбера, мы 
можем заняться исследованием поведения Ry (w) при фиксирован- 
ном ® и №М- oo. При этом для сходимости ряда необходимо, 


чтобы lim Ry = 0. В нашем примере это не так: на самом деле 
N+o 


Ry — co при М -> oo, так что ряд расходится для всех значений 
®, в полном соответствии с результатом, полученным по признаку 
Даламбера. Следовательно, для того чтобы можно было восполь- 
зоваться рядом (1.66), нужно зафиксировать число М и исследовать 
поведение Ry (@) при фиксированном №. Для этого попытаемся 
оценить величину Ry (6). 

Так как © и х положительны, то 


1 1 
ох <= 
и значит 


N +1 p-x р №! 


| Rv (®)| ==] =r а | Han (1.68) 
Итак, ошибка, обусловленная усечением исходного ряда Ha N-M 
члене, численно не превосходит первого отброшенного члена, 
а именно (N + 1)-го. Более того, при фиксированном М и © — oo 
имеем Ry -> 0. Поэтому хотя ряд (1.64) и расходится, но для 
фиксированного N первые М членов этого ряда могут представлять 
функцию f (9) с ошибкой, которая может быть сделана произвольно 
малой с помощью выбора достаточно большого значения @. Такой 
ряд называется асимптотическим рядом типа Пуанкаре и обозна- 
чается как 


fa — уе. (1.69) 


п=0 
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Порядок величины я-го члена 


2468101 
n 


Рис, 1.4. Поведение членов расходящегося асимптотического ряда. 


co 

Вообще для заданного ряда У} (a,/o"), где A, не зависит OT @, 
n=0 

мы говорим, что он является асимптотическим рядом, и пишем 


со 


‘ (о) ~ ¥ a при ®-— co (1.70) 
In=0 
тогда и только тогда, когда 
м 
1 
в) = У! +9 (=) при @-> 00. (1.71) 
n=0 
При этом из (1.71) следует, что 
N-1 
in @ 1 
Но) = = это (т) при @—> о, 
n=0 
так что условие (1.71) можно переписать в виде 
м- 
"ап Дл 
о) = У 0 (<r) np Фо. (1.72) 


Необходимо отметить, что полезность асимптотических рядов 
основана на том факте, что ошибка, совершаемая при усечении 
ряда, по определению имеет порядок величины первого отброшен- 
ного члена и, следовательно, быстро стремится к нулю при @ - oo. 
В приложениях обычно фиксируют достаточно большое значение ® 
и пытаются минимизировать ошибку увеличением числа членов 
ряда. Однако если ряд расходится, то в конце концов достигается 
точка, за которой добавление новых членов лишь увеличивает 
ошибку (рис. 1.4). Таким образом, для каждого заданного значе- 
ния @ существует оптимальное значение N, при котором ошибка 
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будет наименьшей. На практике только в редких случаях вычис- 
ляют более одного-двух членов разложения, и поэтому нет необхо- 
димости заботиться о сходимости получающегося ряда. В тех же 
елучаях, когда требуется подсчитать достаточно много членов 
ряда, их обычно получают посредством тех или иных алгебраиче- 
ских операций, проводимых на ЭВМ. Затем ряд исследуется на 
аналитичность, после чего он соответствующим образом преобра- 
зуется с целью улучшения его свойств — например, с помощью 
подстановок типа рациональных дробей, использования естествен- 
ных координат или преобразования Эйлера. Вопросы преобразова- 
ния расходящихся рядов в этой книге не рассматриваются, а чита- 
телей, интересующихся этой проблемой, мы отсылаем к моногра- 
фии Ван-Дайка (1975) и содержащейся в ней библиографии. 


1.6. Асимптотические разложения и последовательности 


Как указывалось в § 1.3, существует множество функций, чье 
поведение не может быть описано рядами по степеням малого 
параметра. Более того, мы установили, что степени = следует 
дополнить другими калибровочными функциями — логарифмом, 
экспонентой, логарифмом логарифма и т. д. Вместе с тем для 
асимптотического представления заданной функции вовсе не 
обязательно ограничиваться перечисленными функциями сравне- 
ния. Вместо них можно воспользоваться произвольной последова- 
тельностью функций общего вида 6, (=), удовлетворяющих усло- 
BHIO 

6, (e) =0([5,1(e)] при e>0. (1.73) 


Такая последовательность называется асимптотической последова- 
тельностью. Примерами асимптотических последовательностей 
являются 

в", 2”3, (Ine)-", (sine)", (сёвг)-”. (1.74) 


В терминах асимптотических последовательностей мы можем опре- 


hed 
делить и асимптотические разложения. Так, сумму вида У} 4,5, (e), 
n= 


где а» не зависит OT е, a д, (2) представляет собой acHMNTOTHYeCKyIO 
последовательность, мы будем называть асимптотическим разложе- 
нием функции | (2), если при e > 0 


N 
fe= py a8, (8) + 0 (By ()), (1.75) 
или, что то же самое, 


N-1 
Не) = У; д.8, (e) + 0 (вы (e)), (1.76) 
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записывая это соотношением 
= 
Не) — У a,5,(e) при e>0. (1.77) 
по 
Очевидно, что асимптотический ряд есть частный случай асимпто- 
тического разложения. 

Отметим также, что асимптотическое представление заданной 
функции { (=) не единственно. В самом деле, функция f (=) может 
быть представлена бесконечным числом асимптотических разло- 
жений, поскольку существует бесконечное число асимнтотических 
последовательностей, которые могут быть использованы для такого 
представления. Однако при задании последовательности функций 
5, (=) асимптотическое представление функции f (=) с ее помощью 
оказывается уже единственным. Действительно, положим 


1 (е) ~ a96o (6) + 418s (е) + ааб, (е) +... (1.78) 
Разделив (1.78) на 8 (=), имеем 
[(е) 6: (e) 


Be ~ “+ to 
откуда, если устремить к нулю, 


— fim @) 
a бь (г) ” 


поскольку lim [6, (2)/бь (&)] =0 для n>}. Переноея член 
2-0 
48, (€) в левую часть и деля полученное соотношение на 4; (г), 
находим ; я м 
(г) — оо (2) 2 (2) atte 
oa ae ea TC en 
откуда при г +0 


Ш Fe) — або (е) 
в Ил ie) 


Продолжая этот процесс, легко получить общую формулу 
п-1 


(в) — „> тб (8) 
a, = lim — и (1.79) 


1.7. Сравнение сходящихся и асимптотических рядов 


В гл. 13 мы получим два различных представления для функини 
Бесселя нулевого порядка J, (x), а именно 


h@Q=1-34 gr ~ ert (1.80) 
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и 


Joo ~ V 2 [ucos (« —+)+0 sin (« -+)] при x00, 


(1.81) 
где 
12.32 12.32.52.72 


u=!—porgpat qa te (1.82) 
т 12.33.52 
= чм‘. ean 


Ряд (1.80) сходится абсолютно и равномерно для всех значений 
х, в то время как ряды для и (x) HU (xX), а следовательно, и правая 
часть (1.81) расходятся для всех значений x. Однако при x — со 
влагаемые в ци о быстро убывают с ростом номера, так что пред- 
ставление (1.81) действительно будет асимптотическим, поскольку 
ошибка, совершаемая при обрывании рядов, имеет порядок пер- 
вого отброшенного члена. 

Для малых х первые несколько членов разложения (1.80) 
дают вполне приемлемую точность. В самом деле, первые девять 
членов дают значение J (2) с точностью до 1! значащих цифр. 
Однако mo мере возрастания х число членов, необходимых для 
обеспечения той же точности, быетро растет. При x = 4 восемь 
членов ряда дают точность до третьей значащей цифры, в то время 
как такую точность обеспечивает уже первый член асимптотиче- 
ского разложения (1.81). При дальнейшем росте х хорошую точ- 
ность можно получать с гораздо меньшей затратой труда, именно 
используя расходящийея асимптотический ряд (1.81). Действи- 
тельно, в случае очень больших х сходящийся ряд (1.80) оказы- 
вается совершенно бесполезным с вычислительной точки зрения 
из-за ограниченности разрядной сетки современных ЭВМ. Таким 
образом, любая попытка вычисления функции Jo (x) при больших 
х в помощью ряда (1.80) потерпит неудачу, как только x окажется 
больше некоторого определенного значения; правда, это значение х 
во многом определяется искусством программиста. 


1.8. Простейшие действия над асимптотическими разложениями 


При построении приближенных решений алгебраических, диф- 
ференмиальных и интегральных уравнений, а также при оценке 
интегралов мы предполагаем, что асимптотические разложения 
можно подставлять в уравнения и выполнять над ними простейшие 
действия, такие, как сложение, вычитание, умножение, возведение 
в степень, интегрирование и дифференцирование. Иногда примене- 
ние некоторых из этих операций оказывается необоснованным; 
в этом случае они приводят к вингулярноетям или неравномер- 
ностям. 
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Например, равенство 


ed а 


В pase): 


nVi(ite- ga) при e+0 — (1.84) 


не обосновано при Е/х == О (1), поскольку при этом второй, третий 
и последующие члены разложения становятся сравнимыми по 
порядку с первым его членом. Следовательно, ошибка, совершае- 
мая в результате усечения ряда после М членов при x = О (=), уже 
не будет иметь порядок О (=^), т.е. не будет порядка первого 
отброшенного члена, и мы говорим о неравномерном разложении. 
Аналогично, равенство 
1 2 

Teer = lex #7 — в... (1.85) 
не обосновано при ex = О (1), поскольку, по той же причине, 
правая часть его будет неравномерна при больших х. Таким обра- 
зом, необходимо всегда проверять, являются ли полученные разло- 
жения равномерными или нет, — в этом, собственно говоря, и 
заключается одна из главных целей методов возмущений. 


Упражнения 


1.1. Найти первые три члена разложений слелующих функций при малом e: 
3 2\7! 
a) (1 are +2 ate ig ; 


6) cosV1—et, 


B) V pete, 
г) sin (1 + e — 2?). 


1.2. Разложить каждое из следующих выражений при малом &, сохранив 
три члена: 


а) Vi-yer—te, 


6) (1 + cos /)-1, 
в) (1 + 2%, + =20:)-1, 
г) sin (s+ 215 +- #20025), 


В 
д) $т-1 =} 
; (== 
I + 2e — 2? 


EY 1 + 2e " 


e) In 
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1.3, Пусть в = py-t om + x A= П-УГ- №8). 


Разложить функцию hk при малом е, сохранив три члена. 
1.4. Определить порядок фуикций при малых e€: 


* (=), In(I1+sine), In(2+4sine), el (-e), 


1.5. Определить порядок следующих выражений при г-+ 0: 


= 3/2 
— 2 1/2 1—cose В 
УЕ =), 4ле, 10002 » In(l+e), ose i сне! 


In 1+ 2 
sechte, 288, In [! + ets | ‚Ш | Feet oad 5 
e : 


е-с® (1/е), J es? ds. 


1.6. Определить порядок следующих выражений при e—> 0: 


e Ve А 1` 
In (1+ 5е), arcsin ут’ зе, 1—9 —cose, In (hz). 
1 7. Определить порядок следующих функций при e—> 0: 


In(ctge), с (+), a : [1+ In 


1.8. Расположить следующие выражения в ряд по ны убывания при 
малых е: 


=]. 


22, в, ш(шг”), 1, 27а, еше" 
ее, ine!, 282, в, еще“. 


1,9. Расположить следующие выражения в ряд по порядку убывания при 
малых в: 


exp(—), in (+), 2-11, tg e, в (=). 


1,10. Расположить следующие выражения в ряд`по порядку убывания 
при малых г: 
sine 


In( +e), ще, th (+), a 


eas, en(-H), (1), =). 


1.11. Расположить ея функции в порядке убывания при малых в: 


мы ь( be a (ey к, = 


Г 2 1 1/а ТО 1 
a is ее, ea » evn oF”, щ (in z) ‚ 


20.0001, —„-0,0001, 2040001 (2 ), pie, gle, 
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‚ 1.12. Расположить следующие функции в ряд по порядку убывания при 
малых #: 


5, e%, ef, eH, 1, 232, г, (1), in(+), 


m[m(z)]- СО =. «=, =z) 


где у = 10-10 ин = 
1.13. Seth seal следующие выражения в порядке убывания при малых г: 


1 —cose 
ra НЫЕ = ~ch (1/е) 
In(l +e), sech"te, FT, Ve(i—e), e у 


In 1 + 2e г 
2 ‘ In (1 + 2e) ] 21/2 
ео № [1+ (1—5) |? Tce’ 
1.14. Какие из следующих разложений по параметру не являются равно- 
мерио пригодными для всех значений аргумента? Kanone области их неравно - 


мерности? 
a) V2 f(x, г) = SOP 4¢ (нутри УЕ) + 
=? ; 
+0 (=; = \3 


6) 4 (x, 2) = eco et pet PENS cos + 


+ = Se, cos 3x + О (24); 

222 
ув— 
т) F(x, д = 1—ex + etx? — erst и 0 (e4); 


д) u(t, 2) = acos (1 + peat) t+ cos 3( 14+ eat) 14049; 


в) o(k, г) = И —1 —-———— 7 +0(е'); 


е) u(t, а <r 3t sin) + 0 (23); 
x) e(t, e) =1+— et a +0 
3) у(х, A) = перил ax] +00 при А - 00; 


и) f(x, г) = sinx + ес; — e* sinx — fet cosx +0 (4). 


Глава 2 


АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


В этой главе мы займемся исследованием алгебраических 
уравнений, зависящих от малого параметра. Их приближенные 
решения будут строиться в виде некоторых разложений, которые 
в этом случае называются возмущениями по параметру. Сначала 
разберем этот метод для уравнений второго порядка, поскольку 
для них в целях сравнения можно легко воспользоваться точными 
решениями. Далее, в $ 2.2 мы исследуем кубические уравнения, 
B § 2.3 — уравнения высших порядков и, наконец, в $ 2.4 — неко- 
торые трансцендентные уравнения. 


2.1. Квадратные уравнения 


Начнем с анализа квадратных уравнений и рассмотрим не- 
сколько простых примеров, сравнивая полученные разложения 
с точными решениями. 


Пример 1 
Будем искать корни уравнения 
pi — (3+ 2) х+2+:=0 (2.1) 
при малом е. В случае г = 0 имеем уравнение 
x4 — 3x +2 = (x —2) (x —1) =0° (2.2) 


с корнями x = 1 их = 2. Уравнение (2.1) называется возмущен- 
ным уравнением, а (2.2) — невозмущенным или вырожденным 
уравнением. При малом, но конечном & естественно ожидать, что 
т уравнения (2.1) будут лишь немного отличаться от значений 
И =. 

Первый шаг при нахождении приближенного решения заклю- 
чается в выборе формы разложения. В нашем случае предположим, 
что искомые корни можно представить в виде 


x = № + ex, + etx, + ..., (2.3) 


где многоточие заменяет слагаемые CO степенями &, для которых 
показатель степени п > 3. В большинстве приложений определяют 
только один или два члена разложения, поскольку вычисление 
членов высших порядков оказывается весьма громоздким; по 
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возможности подобные расчеты стараются проводить с помощью 
ЭВМ. Однако следует отметить, что во многих физических задачах, 
особенно нелинейных, нахождение членов высших порядков ока- 
зывается достаточно сложной процедурой даже при использовании 
ЭВМ. В этой книге мы будем ограничиваться рассмотрением лишь 
нескольких первых членов соответствующих разложений. Обычно 
первый член разложения х ‘называют членом нулевого порядка, 
второй, т. е. ех, — членом первого порядка ит. д. Иными словами, 
порядок соответствующего члена определяется видом функции 
сравнения, а не его порядковым номером в асимптотическом 
разложении. 

Второй шаг заключается в подстановке выбранного разложения 
(2.3) в исходное уравнение (2.1), что дает 

(хо + еж, + 2х, +...) — (3-- 22) (хо + вм + 
4 22, + д.) +2 е = 0. (2.4) 

Третий шаг представляет собой выполнение элементарных опе- 
раций типа сложения, вычитания, умножения, возведения в сте- 
пень и т. д. и, наконец, группировку коэффициентов при одинако- 
вых степенях г. Используя для разложения первого члена бино- 
миальную формулу, получаем 


(хо- ежа e's + +++)? == + жеж eke + ++.) + 
+ (oxy + ex. +++)? x5 + Deron + Зежох, + 
2 + о аа + ++ = x9 4 Leon + 2? (2xox2 + М) т 
здесь в соответствии с выбранной формой разложения (2.3) сохра- 
нены лишь члены порядка e*. Если бы мы искали. разложение 
с точностью до членов порядка e", где п > 3, то в выражении (2.5) 


„следовало бы сохранить члены того же порядка. Выполнив умно- 
жение во втором члене в (2.4), находим 


(3 + 2е) (хо + аж + 2?х, +...) = Зхь + 3ex, + Зейх, + Зехо + 
+ etx, + 2е3х, + ... = Зхо + в (8x, + 2ж) + 
+ =? (8x_ + 2х1) + .... (2.6) 
Здесь также в соответствии с выбранной формой исходного разло- 
жения сохранены лишь члены порядка e*. Подставляя (2.5) и (2.6) 
в (2.4), имеем : ; 
XG + Qexoxy +e? (2хохо + 21) —Зхо — г (a1 + 20) — 
— =? (Зло + 2х) + 2-в+... =0. 
Собирая коэффициенты при одинаковых степенях в, получаем 
(x8 — 3x9 + 2) - = (ход! — 3x1 — 2x ++ 1) + 
2? (2х2 + xf — За — 2)... =0. + (2.7) 
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Четвертый шаг состоит в приравнивании нулю коэффициентов 
при последовательных степенях г. Для оправдания этого шага 
устремим = к нулю в выражении (2.7). В р^-ультате получим 
уравнение ` 

x — 3x, +2=0, (2.8) 
a (2.7) примет вид 


г (хожу — 3x; — 2 + г (Qxoxe + x? — Зо — 24) |... =0.. 
Разделив на &, приходим к равенству 


(2xox1 — 3x, — 2х0 + 1) г (2х0 + x7 — Зж — 2)... =, а 
которое при = -* 0 дает | 
2% — 3x, — 2% + 1 = 0. | (2.10) 
При ‘этом (2.9) переходит в равенство 
г (2х xf — 3x9 — 2х1) + +++ = 0, 
или после деления на & 
2хохо + xi — 3x2 — 2x, + 0 (г) =0. (2.11) 
Устремив в (2.11) г к нулю, иолучаем 
кожа + М — Зо — 2x, =0. (2.12) 


Отметим, что соотношения (2:8), (2.10) и (2.12) можно получить 
непосредственно из формулы (2.7), приравнивая нулю коэффи- 
циенты при последовательных степенях г. 

Пятый шаг состоит в последовательном решении упрощенных 
уравнений (2.8), (2.10) и oe Уравнение (2.8) совпадает с вы- 
рожденным уравнением (2.2), и, следовательно, его решениями 
будут 

х = 1,2. 
Зная ху, из уравнения (2.10) мы можем найти x, Отметим, что. 
(2.10) линейно относительно х1. Практически в большинстве задач 
уравнения каждого приближения также оказываются линейными, 
за исключением, быть может, первого. B случае x = | уравнение 
(2.10) дает 


4 +1=0, или м=-1. 
Зная хо и ха, можно разрешить уравнение (2.12) относительно ха. 
При х = 1, x, = —1 из уравнения (2.12) получаем 


ж—3=0, или x, =3. 
В случае ж = 2 из (2.10) находим 


| x,—3=0, или x, =3, 
а из (2.12) ke 
ж-+3=0, или x, = —3, 
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Последний шаг заключается в подстановке полученных значе- 


НИЙ Хо, Хх! И Хз В ИСХОДНОе разложение (2.3). При x) = 1, xy = —1 
H хз = 3 это разложение приобретает вид 

х=1—в- 32? + .. (2.13) 
а при ж = 2, 41, = 3) их: = —3 ое (2.3) ‘можно пред- 


ставить Kak | р : 

р = 3—3... ‘. (2.14) 
Формулы (2.13) и (2.14) дают нам приближенные выражения для 
обоих корней уравнения (2.1). Для того чтобы выяснить, насколько 
удачны эти приближения, сравним их с точным решением 


х = [3+ 2+ G+ 2 = 4(2+2)], 
х=--[3 Ч е=ут метит (2.15) 


Используя биномиальную формулу, получаем 
веде 1 + > (Ge + 4et) + = С») Е 2) (беден 
=1 42-268 — + (64 + ++a) =1-- 4e — 62? --..., 


что при подстановке в (2.15) дает 
(+ 2в 1-4 — 6 + +++), 
= [+ 2е-1-4+ 6+...) 


или 


или 
2+'3e — 32 + 
* = | 1—в-Е Зе? +- 
в полном согласии с (2.13) и (2.14) 


(2.16) 


Пример: 2 


В качестве второго примера исследуем уравнение, разложения 
для корней которого могут включать в себя не только целые, но и 
дробные степени параметра e. Так, рассмотрим уравнение 


(x — 1% —t) = —ex. (2.17) 
При г = 0 оно сводится к уравнению 
(« — 1) « —1) = 0,. 


имеющему корни x = [их = t. Исходя из этого, будем искать 
приближения для корней уравнения (2.17) в виде 


x = X% + ex, + etx, + .... (2.18) 


\ 
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Здесь мы вновь ограничиваемся членами порядка 22, и поэтому 
разложение (2.18) будем называть разложением второго порядка. 
Подставляя (2.18) в (2.17), получаем 


(% — 1 + ex, + 2х, +...) (хх — т + ex + г2х, +...) = 
= — © (хо + ex, + е2х, + ...), 
что после перемножения дает 
(м — 1) (0 — 1) +2 (Xo — Na 2 (Xo — 1) x2 be (ж—т)м-- 
xg +e (xo — t) ею... = 
Объединяя члены с одинаковыми степенями 2, имеем 
(%o — 1) (Xo — т) + = 2 — Иж + X01 + 
ое [2x —1—t) eta tul+ ++ =0. (2.19) 
Как и ранее в соответствии с выбранной формой разложения, мы 


сохраняем лишь члены до порядка г?. Приравнивая нулю коэффи- 
циенты при последовательных степенях & в соотношении (2.19), 


получаем 
(%—1(%—9=0, (2.20) 
: (2x) —1—1) x + % = 0, (2.21) 
(2%) —1—1) 9 м =0,] ; (2.22) 


что позволяет последовательно найти значения Xo, х, И Xp. 
Решение уравнения (2.20) дает 


Х =1 или x=. 
При x) = 1 (2.21) переписывается в виде 


(l-datl=0, или y=— Zh. 
Далее, из (2.22) находим 
1 1 т 
al а == te В 
т 
или Xy == — re 


Таким образом, один из корней можно представить разложением 
2 et 
peli ee es (225) 
При % = т (2.21) переписывается в виде 


(t—-Iau+t=0, или х=-— 
а из соотношения (2.22) имеем 
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7 


или 

= t 

a 
Тем самым второй корень исходного уравнения дается разложе- 
нием 


ни +... (2.24) 


Выражения (2.23) н (2.24) показывают, что при т -> | получен- 
ные разложения перестают быть справедливыми (они оказываются 
неравномерными), поскольку в этом случае «поправки» к решению 
вырожденного уравнения будут стремиться к бесконечности. 
Фактически же для того, чтобы построенные разложения дей- 
ствительно оказались непригодными, т не обязательно должно 
строго равняться единице. Дело в том, что эти разложения нару- 
шаются всякий раз, когда члены первого и последующих порядков 
становятся сравнимыми по величине с членом`нулевого порядка, 
так как в этом случае поправки к члену нулевого порядка будут 
уже не малыми, в противоположность предположению, лежащему 
в основе описываемого метода. Чтобы определить порядок величин 
т— 1, для которых разложения (2.23), (2.24) оказываются He- 
пригодными (т. е. найти область их неравномерности), установим 
условия, при которых последовательные члены разложения имеют 
одинаковый порядок. Так, из формулы (2.23) следует, что нулевой 
и первый члены этого разложения оказываются одного и того же 
порядка, когда 

“= =0(1), или 1—т=0(е), 
в то время как первый и второй члены будут иметь одинаковый 
порядок, когда 


ео [ге |, или (1—1) =0(е), 


или же 
1—t=0¢e!?). 
Поскольку для малых е e!/2 больше, чем г, то областью неравномер- 
ности ‘будет наибольшая из указанных двух областей, т.е. она 
будет даваться соотношением | — т = О (#122). a 
Как отмечалось в гл. 1, неравномерности в разложениях BOSHH- 
кают тогда, когда при построений этих разложений необоснованно 
используется та или иная элементарная операция. Для того чтобы 
выяснить, какая это операция, обратимся к точному решению. 
С этой целью перепишем (2.17) в виде 


м — х— лх т ах =0, 


или ж — (1+ т— 2) х + т= 0. 
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Корни этого уравнения даются формулой 


х= 1-1 т 2} — 44|, 
или 


x=yp[l+t1—e+V—y— (14 —-—2 И. (2.25) 


Далее, разложим (2.25) в случае малых г и сравним результат 
с (2.23) и (2.24). Используя биномиальную формулу, получаем 


иже = [1 - Ее № 


1 2e(1 — 22 | 


(2) (-=) вау т i 
a rr — 


+ 1— = ыы 
= (1 т) et 1 4e3(1 + т) ыы 
—d-9[ qagrt += 


а-я]. eam 


где вновь в соответствии с видом искомого разложения сохранены 
лишь члены порядка e*. Подставляя (2.26) в (2.25), е учетом 
положительного знака перед радикалом для одного из корней 
получаем 


wall = (1+ 1)’ 2e% 
ха [те + ve], 


Или = 
хе tees (2.27) 


в полном соответствии с (2.23). Подставляя (2.26) в (2.25), с учетом 
отрицательного знака перед радикалом для второго корня имеем 


хе [тет tt ее +.-:], 


yar 


cette taste i (2.28) 


в полном соответствии с (2.24). . 

При выводе формул (2.27) и (2.28) из точного решения мы 
выполнили возведение в степень в (2.26), а также сложение и вычи- 
тание в (2.27) и (2.28). Сложение и вычитание являются обычно 
обоснованными операциями, так что «подозрительной» представля- 
ется операция возведения в степень. Действительно, при аппрокси- 
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мации (1 — и)\?2 разложением вида | — + u+ Aye) w+... 

мы неявно предположили, что |#| < 1. В нашем примере величина 

2е (1 + т) — =? 

—а— (2.29) 
мала по сравнению с единицей, только если т не слишком близко 
к единице. В случае же т = 1 и обращается в бесконечность 
независимо от того, насколько мало г, лишь бы оно было отличным 
от нуля. Поэтому из (2.29) следует, что биномиальное разложение 
становится непригодным, когда и = О (1), или (1 — т)? = О (г), 
или же | — t = O (e!/2), 

Следовательно, для получения равномерно пригодного разло- 
жения в случае, когда | —т = О (e!/2), нам необходимо видо- 
изменить описанную выше методику с учетом этого обстоятельства. 
Это можно осуществить, если ввести так называемый «параметр 
расстройки», определяемый соотношением 


i= 


+ Шлем, | (2.30) 
где o не 3aBHCHT OT г. Подставляя (2.30) в (2.17), имеем 
(x — 1) (x — 1+ e!0) = —ex. (2.31) 


При e = 0 уравнение (2.31) сводится к уравнению (x — 1)? = 0, 
имеющему двукратный корень x = 1. Этот факт, а также наличие 
в уравнении (2.31) множителя г!/2 дают возможность предполо- 
жить, что искомое разложение следует искать в виде к. 


x= 1+ e!/?x, --гх.- .... (2.32) 
Мы ограничимся вычислением лишь члена порядка e!/2, поскольку 


построение высших приближений представляется очевидным. 
Подстановка первых двух членов разложения (2.32) в (2.31) дает 


(еб 4 +++) (2х, + elo + +++) = —e (1 + el/2xy + oe), 


HAH 
ex, + вах, Не -... =0, 
что приводит к уравнению 
я-а + 1=0, 


корни которого записываются как 
1 
весу 


Таким образом, корни уравнения (2.17) в этом случае даются раз- 
ложениями 


х=1— 22 (0—4) +..., 
х=1 а (о -Ум—4)+..., 


равномерными при а = 0 или т = 1. a 


(2.33) 
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Пример 3. 
В качестве третьего примера рассмотрим уравнение 
вх? Ех 1 =0, (2.34) 
в котором малый параметр стоит множителем при наибольшей сте- 
пени x. Когда e > 0, Уразиение (2.34) вырождается в ial 
первого порядка 
x+1=0, "с. 35) 


имеющее только один корень. Таким образом, величина х претер- 
певает разрыв при e = 0. Такую задачу принято называть задачей 
сингулярных возмущений. 

Уравнение (2.35) дает возможность предположить, что один из 
его корней следует искать в виде разложения ме 

X =X textes. (2.36) 

Для упрощения вычислений мы ограничимся нахождением только 
членов первого порядка. Подставляя (2.36) в (2.34), имеем 


е (Xo + еж +--+)? Е хо - вх, +---+1=0, 


ИЛИ 


в (xp + 2ехож) хо ем flee 
или же 
ж- 1 а(м +9) + .. 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 2, получаем 
систему 


%+1=0, 
u+4=0, 
из которой’ можно последовательно найти ху и X,. В частности, 
ж = —1 их = —@ = —1, что дает для одного из корней 
х=-—1—е+.... (2.37) 


Как и следовало ожидать, описанная выше методика позволяет 
найти только один корень уравнения (2.34). В целях разработки 
модифицированной процедуры, позволяющей определить второй 
корень этого уравнения, обратимся к его точному решению: 


х=- (1-7). (2.38) 
Используя биномиальную формулу, получаем 
1 1 
УГ =1—2e 4 a Ba vee 1—2e— De? 4... 
‘5 (2.39) 
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Подставляя (2.39) в (2.38) с положительным знаком перед радика- 
лом, имеем для одного из корней уравнения 


gee a epee, (2.40) 


в полном соответствии с (2.37). Подставляя (2.39) в (2.38) с отрица- 
тельным знаком перед радикалом, для второго корня исходного 
уравнения находим 


Е 18+... (241). 


Таким образом, оба корня описываются разложениями по 
степеням 2, но одно из них начинается с члена порядка =-1. Не 
удивительно поэтому, что выбранная форма искомого разложения 
He позволяет найти корень (2.41). Очевидно, что без знания особен- 
ностей структуры второго корня оказывается невозможным опре- 
делить его с помощью традиционной техники возмущений. Однако 
в общем случае, когда точное решение не известно, характер кор- 
ней также заранее не известен и должен определяться в процессе 
нахождения решения. Вместе с тем ясно, что при сохранении по- 
рядка исходного уравнения второй корень становится неограни- 
ченным при е > 0, и поэтому старший член разложения следует 
искать в виде 


xa... (2.42) 


гу 
с положительным V, определяемым в процессе дальнейшего реше- 
ния. Подставляя теперь (2.42) в (2.34), имеем - 
1-2 1 е“у-1+... =0. (2.43) 
Далее, выделим в (2.43) члены, играющие определяющую роль. 
Для восстановления структуры второго корня мы должны сохра- 
нить первый член e!—2%y?; в противном случае мы будем вынуждены 


сразу же остановиться. Так как \ >> 0, то второй член много 
больше 1 и, следовательно, главная часть (2.43). будет 


el—2vy2 1 e—vy = 0, и (2:44) 
При этом степени е в обоих слагаемых соотношения (2.44) должны 
быть одинаковы, т. е. | 
1—2 = —^, или v=l, 
для у, отличных от нуля. Затем из (2.44) получаем 
у =0 или = —1. 
Значение у = 0 соответствует первому корню (2.37), поскольку 


в области О (=!) он оказывается равным нулю; значение у = —1 
соответствует второму корню исходного уравнения. Тем самым из 
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(2.42) следует, что первое прибинених для eee корня можно 
записать как 
х= — + Не 
в полном соответствии С (2.41). Для определения следующих 


членов в разложении для второго корня попытаемся искать его 
в виде | 


х=— ++... (2.45). 
Подстановка (2.45) в (2.34) дает 
(= ++ ую ve $1=0, 


eae ee eae, ae eee Е 
или же 
—2ж + ж Е 1-НО (г) = 0. 
Отсюда хо = 1, и разложение (2.45) приобретает вид, 


ke ttlfer, 


в полном соответствии с (2.41). - 

С другой стороны, как только величина V определена, можно 
рассматривать (2.42) как преобразование переменной х к перемен- 
ной у. Тогда, полагая в (2.34) x = y/e, получаем уравнение 


иуче=о, (2.46) 


из которого могут быть найдены оба корня, поскольку параметр г 
уже не входит множителем в член высшего порядка. 


2.2. Кубические уравнения 


В этом параграфе мы также рассмотрим три примера. В первом 
примере корни уравнения представляются в виде ряда по целым 
степеням малого параметра &, корни второго уравнения выража- | 
ются в виде ряда по ‘дробным степеням г, а часть корней в третьем 
примере включает в себя обратные степени параметра. 

Пример 1 

Рассмотрим уравнение ` 

— (6 + e) x? + (11 + 2) х—6-+ =? =0 (2.47) 
и попытаемся воспользоваться разложением по целым степеням’ & 


х=м tent... (2.48) 
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Подстановка (2.48) в (2.47) дает 
(% Нем +... — 6 +9 ам +... + 
+ (11 + 2) (ж + еж +---)—6 +e? = 0, 


x0-+ Sexon — (6 + 2) (хо + 2exon) + 
+ (11 + 28) (xo + ex) —6 2+... =0, 
x5 + Sexxy — 68 — 2х: — в + 
++ Их + lex, + 2» —6--... =0. 
Группируя члены с одинаковыми степенями г, получаем 
28 — 68 + Их — 6 + г (Зои — 120% + 
+ Им — © 2x0) +... =0, 


где в соответствии с видом выбранного разложения сохранены 
лишь члены порядка г. Приравняв нулю коэффициенты при г° 
и 21, имеем 


или 


или же 


x) — 66 + Их —6=0, (2.49) 
Зах — 12хж + Их: — x6 + 2% = 0. . (2.50) 
Уравнение (2.49) можно представить в виде произведения 
- №%—1%—2) (м — 3) = 0, 
что дает 
XH=1, №=2, xu =3. 
. Из (2.50) следует, что 


(3x5 — 12x9 + 11) x) = x3 — 2%, 


откуда ‘ 
x1 = (< — 2x0)/(3x6 — 12%) + 11). (2.51) 
При x) = 1 из (2.51) получаем, что x = —=. Таким образом, 
один из корней исходного уравнения дается разложением 
х=1 —-е +.... 


При x) = 2 из (2.51) получаем, что x, = 0. Следовательно, разло- 
жение для второго корня можно записать как 


х=2-+0.е-.... 


При хо = 3 из (2.51) получаем, что x, = +. Исходя из этого, 
третий корень представляется в виде разложения 


: х=3+-е+.... 
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Таким образом, в данном случае разложения для всех корней 
содержат лишь целые степени г. | 


- Пример 2 
В качестве второго примера исследуем уравнение | 
—(4+ 2) 2+ (5 — 22 х— 2 - = = 0. (2.52) 
Как и в предыдущем случае, попытаемся воспользоваться разло- 


жением вида - х, 


X =X - ах, + .... (2.53) 
Подстановка (2.53) в (2.52) дает | 
(Xo + ах, +...) — (4 + г) (ж ам + +++)? + 
+ (5 — 28) (ж + ex, + ---) -—2+e=0 
или 
x8 — 4x8 4 Bxy — 2 +e (За — 8xox1 — да + 5x1 — 2х) +... = 


Приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых степенях а, 
имеем 


x6 — 4x5 + 5x) —2=0, | (2.54) 
Здахт — Вход — ха + 5x, — 2х0 = 0, (2.55) 


Для того чтобы решить уравнение (2.54), представим его левую 
часть в виде произведения 


(% — 1)? (х — 2) = 0, 
откуда получаем 
x = Ь № = 1 ж = 2. 
Для того чтобы найти x, из (2.55), перепишем это уравнение 
в виде | 
(3x5 — 8ж + 5) м = + 2%, 


откуда 


+ 2x5 
A= 4+5. ыы 
При ху = 2 из (2.56) следует, что x, = 8. Таким образом, один из 
корней исходного уравнения может быть представлен как 
х=2 + 8е + .... (2.57) 

При № = 1 из (2.56) получаем x; = со, что указывает Ha ошибоч- 
ность выбранной формы разложения. ‚ 

Для построения разложения, пригодного при х = 1, заменим 
разложение (2.53) на следующее: 


хХ=1 + 2х, - 2х, | ..., v>0 (2.58) 
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и попытаемся найти значение у в ходе вычислений. Подставляя 
(2.58) в (2.52), имеем 
(1-Е жа +f Og + ... в — (4 г) (1-- га еж...) 
+ (5 — 2e) (1 + ev, =, |...) 2... =0 


или - 
1 Зет + Зехь + 329 — 4 — 82”! — Be7%xp — 4221 — 2 — 
— del x, -- 5 4 Bex; + бе?» — Qe — 2—2... =0, 
откуда 1 
—xje" —3e +--+. =0. (2.59) 


Для того чтобы главные члены в (2.59) скомпенсировали друг 
друга, 2v должно быть равно 1, или у = —-, и, следовательно, 


x = +7 3i. Тогда из (2.58) получаем, что второй и третий корни 
исходного уравнения можно представить как 


х=1елузЕ-+.... 

Этот пример иллюстрирует трудности, возникающие в случае 
неверного выбора вида исходного разложения. В то же время пра- 
вильный выбор разложения позволяет сразу построить соответ- 
ствующее решение. Отметим, что подобная ситуация оказывается 
типичной для многих задач теории возмущений. 

Пример 3 

В качестве третьего примера рассмотрим уравнение 

e®tx+2+e=0, (2.60) 


в котором малый параметр стоит множителем при наибольшей сте- 
пени x. В случае e > 0 уравнение (2.60) переходит в уравнение 


x+2=0; 


исходя из этого, положим, что один из корней (2.60) можно пред- 
ставить в виде 


х=м + ах. + .... (2.61) 
Подстановка (2.61) в (2.60) дает . | 
е (хо + ext + --)* + хо - еж + ++. +2 +:=0 
или 
же (м + ®-- И... =0. 


Приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых степенях, 
получаем 


ю-+2=0, м+м 150, 
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откуда X%) = —2 их, = 7. Таким образом, один из.корней дается 
разложением x = —2 + 7е + ---. Прежде чем приступить к на- 
хождению остальных корней, отметим, что при = -> 0 они будут 
стремиться к бесконечности, поскольку = входит множителем 
в член наивысшего порядка. Поэтому при выборе разложений для 
этих корней примем, что их главные члены имеют вид 


х= pee, v>0. (2.62) 
Подставляя (2.62) в уравнение (2.60), получаем ь 
а - му гу... =0. (2.63) 


Для того чтобы определяющие члены в (2.63) скомпенсировали 
друг друга, необходимо, чтобы- 
1 — ЗУ = —\№ или v= и y+ty=0, 
откуда y=0, y=i, y=-i. 
Случай у = 0 соответствует первому корню исходного уравнения 
и поэтому здесь не рассматривается. 
При построении уточненных приближений для второго и 


третьего корней воспользуемся приведенной выше информацией 
и будем искать эти разложения в виде 


х=т+ +, А 
где у = +i. Подстановка (2.64) в (2.60) дает 
0 (Be + ee tert) tote +ю+ es +2480 


или ь 
ИА 2+... =O. 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях г, имеем 
yty=0, З1ж + x +2 = 0. 
Отсюда, как и аа у= и 
= 2/34" + 1) = 1. 


Таким образом, р и третий корни асе (2.60) пред- 
ставляются разложениями 


х= + иг 1... 
2.3. Уравнения высших порядков 


В этом параграфе рассмотрим уравнения высших порядков, 
уделив особое внимание случаю, когда малый параметр стоит 
множителем при наибольшей степени неизвестной. В частности, 
исследуем уравнение 


EXT хт ах" $y gk? + ... Ваха, (2.65) 
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где коэффициенты а, не зависят OT их, пи т — целые числа и 

n> т. При => 0 уравнение (2.65) сводится к уравнению „| 
хт A. апатит... Нах щи =0, (2.66) 


имеющему корни @,, где $ =1, 2, ..., т. Для уточнения этих 
‚корней положим 


х=ю- ах +...; (2.67) 
подставляя в (2.65), имеем 
8 (Xo fF аж ++.) = (Xo + ах, Yb ат (хо - вх, + +." 
ата (Xo + Oxy $+" oe а (Xo em + ++.) +40 
ИЛИ 
ато" ато ++ Нам а + 
spe [mx + (т — Дам + 
+ (т — 2) и 4... На] л — ex? + 0 (2?) =0. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях г, получаем 

ат Ната? +. Нах -- в ==0, (2.68) 
[mxg + (т = Пат? - (т — 2) am—2xe* +... а] м = 


(2.69) 
Уравнение (2.68) совпадает с (2.66) и, следовательно, имеет те же 
. самые корни х = %, гдез = 1,2, 3, . „т. Тогда из (2.69) сле- 


дует, что 


xy ats [mag + (т — 1) amas? 4 +++ а]. 
Таким образом, 


хе а, teat [mat | (т — атлет? eee Вайт... 
(2.70) 


Следует отметить, что разложение (2.70) становится непригодным 
всякий раз, когда член в квадратных скобках стремится к нулю. 
Это соответствует случаю ’кратного ‘корня уравнения (2.68). 
При этом разложение должно включать в себя дробные ‘степени & 
и строится в соответствии с методикой, используемой в примере 2 
предыдущего параграфа. 

Прежде чем приступить к определению оставшихся п — т кор- 
ней, заметим, что они стремятся к бесконечности при e@ — 0, 
поскольку малый параметр г стоит множителем при наибольшей 
степени неизвестной х. Поэтому разложения для них будем искать 
в виде 


v>0. (2.71) 
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Подставляя (2.71) в (2.65), имеем 
—1 
о...) a tt 


a af"! (m—1)a, sfx, 

+ nal + ep (2.72) 

Выделяя главные члены, получаем 

` e(l—nv) уп = emmy 
и, следовательно, 
1 

l1—nv=—mv, так что Vv ==, (2.73) 
м =у". (2.74) 


Для уравнения (2.74) нуль eats моем кратности т; кроме 
того, 


пот = = ег, 
где г=1, 2, ..., (п — т). Отсюда : 
y=, @,..., o—"; w= exp ( nate ). (2.75) 


Корень ‘у = 0 мы отбрасываем, так как он соответствует первым 
5 корням. 


спользуя (2.73) и (2.74), перепишем (2.72) в виде 
| ny"—"xe¥ = ту -- Omsy"—'e” +: 

Сравнение коэффициентов при &Y в обеих частях этого равенства 

дает 
ny"—!x9 = ту" ‘хо + ата У", 

откуда ; : 

On yf ami _ _ @т-1 2. 

ny"! ess my = ny!—™ — т n—m ( 76) 

Таким образом, оставшиеся п — т корней даются разложениями 


@т- a 
ca pee, r=1, 2,...,2—m, (2.77) 
где у и @ определяются формулами (2.73) и (2.75). 


2.4. Трансцендентные уравнения 

Рассмотрим теперь нули функции Бесселя Jo (x) при боль- 
ших х, т.е. исследуем корни трансцендентного уравнения 

Jo (x) =0 
при х -> со. В гл. 13 будет построено разложение для Jo (x) 
при x -+ oo. Из формулы (13.141) следует, что 
Ло (х) ~ Е [исоз (x - +). оп (х ~ +)| при x00, 
(2.78) 
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где и и ув соответствии с (13.129) и (13.130) даются разложениями 


13.32 13.32.53.73 
и) =1— изя t+ веия ttt (2.79) 
v(x) = > = weet (2.80) 


Полагая в (2.78) Jo (x) = 0, имеем 


ucos (« —+) =—vsin (x = +) 


cetg (« -+ eee ae (2.81) 


Из разложений (2.79) и (2.80), с использованием биномиальной 
формулы, следует, что 


а. ЕЕ 
= (а: — тоя ++ ‘\Q tage) == вая + 


(2.82) 


Подставляя (2.82) в (2.81), находим, что при больших значениях 
аргумента нули функции Jo (x) описываются уравнением 


7 1 33 
etg (x -+)=—4-+ Bio. ARRAN (2.83) 
Так как х велико, в первом приближении правой частью урав- 
нения (2.83) можно пренебречь, что дает в результате 


я gees: Гл 

etg (« — ч) = 0. 
Откуда | 

л 1 3 

х—4 = (+5) л или! х= ("+ -) =, (2.84) 
где п — целое число, которое должно быть достаточно большим 
для того, чтобы х было велико. Однако, как показано ниже, даже 
при п = 0 мы имеем удивительно хороший результат. 


Для уточнения полученных а значений х поло- 
жим теперь 


х—ч= (1+ = )=+8, или fim feos +) +6 (2.85) 
и, подставив в (2. es получим ; ; 
ete [et )=+8] = Вы 


33 
+ 3) peop + (2.86) 
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Воспользовавшись известными тригонометрическими формулами, 
перепишем левую часть (2.86) как 


т ctg n+) n-ctg6—1 
йа [(n +) x +6] = eee = 


age a [Ob tm): 
Тогда (2.86) приобретает вид 


8+ +e г: (2.87) 


ОР ye ee es 
In (ап + 3) + 85 [ox (in + 3) +85] ; 
причем это соотношение можно рассматривать как алгебраическое 
уравнение относительно 8 

» Выберем в ‘качестве малого параметра г = [2л (4n + 3) |1 
и перепишем (2.87) в виде 


1 [2 3323 
= т — Wet: 
ИЛИ 
8 + 5-8 = e(1 — 826) — 33e°4 +++. (2.88) 
Далее, воспользуемся следующим разложением для 61 | 
6 = 26, + 226, + 226, +.... (2.89) 


Подставляя (2.89) в (2.88), мы имеем | 

261 2262 + 268 --... + es =e — 86 — 33e°+ ..., 
где сохранены лишь члены до порядка 2. Приравнивая коэффи- 
циенты при одинаковых степенях е, получаем 


&=1,&=0 и 6+ —86; — 33, 


откуда 5, = —41 = Следовательно, 


= ("+ )я-ё-4ье+..., ь 


ИЛИ 


3 1 31 
х= ("+= атру — аи ties: (2.0) 
Сравнение приближенных значений нулей функции Бесселя 
Ло (х), an по формуле (2.90), с точными значениями 
представлено в табл. 2.1. аеие оказывается весьма хо- 
рошим доже для первого корня, точное значение которого равно 
2,40482 ... ‚т. е. аргументх при этом не очень велик. Приближен- 
ное же значение прн этом отличается от точного лишь в четвертой 
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| Таблица 2.1 
Сравнение приближенных н Точных значеннй нулей функции Бесселя Jy (x) 
Порядковый 
номер 1 2 3 4 5 6 7 
нуля п 


Метод `Ч 2.40308 5.52004 8.65372 11.79153 14.93092 18.07106 21.21164 
возмущений 


Точное 2.40482 5.52008 8.65373 11.79153 14.93092 18.07106 21.21164 
значение : 


значащей цифре, а относительная ошибка составляет примерно 
0,07 %. По мере увеличения порядкового номера нуля п точность 
увеличивается; для п = 4 значение, полученное по методу воз- 
мущений; совпадает с точным табличным значением вплоть до 
седьмой значащей цифры. 


Упражнения 


2.1. Определить два члена разложения для каждого корня следующих 
уравнений при малых 2: 


а) № — (2+ ) м — (1 — Эх--2- 32=0, 

6) № — (3-9 х—2-а=0, | 

в) 3 (3— 22) 2 - (3+ Эх-+1—2е=0, 

г) ж- (2 — 3e) 8 — (2 — e) x —1+ 4e=0, 

дм (4 — 2) 8 + (6+ 22) 2+ (44 e) x + 1—2e2=0. 


2.2. Определить два члена разложения для каждого корня следующих 
уравнений при малых e: 8 


а) в (a + из) + 4 — Зи —1=0, 
6) 8 + u—2=0, 
в) eu? + (u — 2)?= 0, 


7) wu —2+ Fee 2920, 


_ д) ги - и — 2 —u+2=0, 
e) ext — 8 + 3u—2=0, 
ж) ги“ — ut + Зи —2=0, 
3) eu*-+ из — Зи-- 2=0, 
и) ги“ — м --2и —1=0, 
к) гм -- м 2и--1=0, 
a) в (м -{ uw) — + Зи —2=0, 
м) е (из ++ uf — 243) + 22 — Зи --1=0, 
и) г (u5 + uf — 243) — 4u2 + 44—1=0, 
0} 238 — eut — uF + Qui-+- u—2=0. 
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2.3. Найти двучленные разложения для решений следующих уравнений 
при малых &: 


oa и" 

2 2123 
6 1—-— —- “Lh =0 
) 3Vs 5И$ 


2.4. Найти двучлеиные разложения для корней следующих траисцендеитных 
уравнений при больших значениях аргумента: 


а) хшх= 
6) xctgx = 1. 


2.5. Дифференцируя (2.78) и используя (2.79) и (2.80), показать, что боль- 
шие нули_функции Ло (x) являются решениями уравнения ae 


дл 
tg («-+ a +... . 
Показать также, что 


1 3 
x= (в+--)=- 0 +t 
Сравнить полученный результат с точными табличными значениями для первых 
семи нулей. 
2.6. Асимптотическое разложение om Неймана нулевого порядка 
имеет вид . 


ves ыы] при х-+ оо. 


Показать, что нули Yo (x) даются формулой 


1 1 
х= ("+--)= + я + 
Сравнить этот результат с точными табличными значениями для первых семи 
нулей. 
2.7. Используя асимптотическое разложение У, (x) из предыдущего упраж- 
нения, показать, что корни уравнения Ух (x)= 0 даются формулой 


= (1+2) батя +" 


сравнять этот результат с точными табличными значениями для первых семи 
корн 
2.8. а разложение функции Бесселя Jy (x) имеет вид 


42 — У л 
У к [cos ( («--$-+) [Ак (:--$-+)] 
при х -+ со. 
a) Показать, что корни уравнения J, (x) = 0 даются формулой 
= 3 у 4—1 
a= (++ ++) за +' 
6) Показать, что корни уравнения +, (x) = 0 даются формулой 


= 1 v\' 3 + 4v? 
х= ("+ +2) = ага) te" 
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в} Сравнить эти результаты с полученными В упр. 2.5 иви. 2.4 npx = 0. 

г) Сравнить эти р 4 a с точными табличнымн значениями для первых 
семи корней при у = 

2.9. Асимптотическое разложение функции Неймана У’, (x) имеет вид 


оо Ve [во ая (1) 


z при х-> со. 
а) Показать, что корни уравнения У’, (x) = 0 даются формулой 


1 У 4—1 
= (a а +)* я“ ply) +' 
Сравиять этот результат с результатом, полученным для У’ (х) в упр. 2.6. 
Показать, что корни уравнения У’ (x)= 0 даются формулой 
= 3 + 42 
х= (++ )=- из +. 
Сравнить этот результат с результатом, получеиным для У’ (x) в упр. 2.7. 


в) Сравнить эти результаты с точными табличными значениями для первых 
семи корней при v= 1. 


Глава 3 


ИНТЕГРАЛЫ 


Как известно, решения многих дифференциальных и разност- 
ных уравнений не выражаются в элементарных функциях, но 
могут быть представлены в виде ‘определенных интегралов. Среди 
многочисленных методов, используемых для получения интеграль- 
ных представлений решений дифференциальных уравнений, основ- 
ное место занимают преобразования Лапласа и Фурье. Прежде 
чем приступить к описанию приближенных методов оценки ин- 
тегралов, покажем на примере, как можно получить в интеграль- 
ной форме решение простого дифференциального уравнения. 
Другие примеры того же рода приведены в $ 13.5 и в упражне- 
ниях 13.17 и 13.18. 

Будем искать общее решение следующего линейного дифферен- 
циального уравнения первого порядка: 


У+у=--. (3.1) 


Умножая обе части уравнения (3.1) на интегрирующий множитель 
ехр (х), получаем соотношение 


yet уе" = =, (3.2) 
которое может быть переписано как 
(=. (3.3) 


Интегрируя уравнение (3.3), находим 


x 
e 
yet = {de +e, (3.4) 
xo 
где т — переменная интегрирования, х, — произвольно выбран- 
ный нижний предел и с — произвольная постоянная. Подчиним 
наше решение начальному условию у (1) = а. Это условие опреде- 
ляет постоянную с в Виде 
2 1 и F 
c=ae— | == т. 


Xe 
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Подставляя Выражение для св (3.4), получаем 
х и 1 = х и 
уе = J ae + ae — far =ce+ Jz. 
Xo Xo 1 


Таким образом, имеем 


x и 
уз ае-= ея | dr, (3.5) 


Данная глава посвящена методам приближенной оценки ин- 
тегралов типа (3.5), являющихся решениями обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений и не выражающихся в элементарных 

- функциях. Мы рассмотрим такие методы, как разложение подынте- 
гральной функции, интегрирование по частям, метод Лапласа, 
метод стационарной фазы и метод скорейшего спуска. Все эти 
методы будут продемонстрированы на специальных примерах. 


3.1. Разложение подынтегральной функции 
В этом параграфе рассмотрим четыре примера. 
Пример 1 
Оценим величину интеграла 


I(e) =| sin ex 4х | (3.6) 


= 


при малых е. Разложение подынтегральной функции в ряд Тей- 
лора дает 


© ен on—1 
sinex* = ba Cy ot =ext— 1 ott 4 oh etx +0 (27. 
7 (3.7) 


Применяя к полученному ряду (3.7) признак Даламбера, имеем 
neh член _ _ li (—1)"H! (ex? (2n—3)! _ 


a (a— Ip член — инь (2n — 1)1 (—1)" (223 -— 
М — (ext)? oes 
= lim р Gras =0. 


Следовательно, ряд (3.7) сходится при любых значениях вх. 
Поскольку |x| <1, ае мало, то остаточный член в формуле 
(3.7) есть величина порядка =? для всех значений x из про- 


3.1. Равложение подынтегральной функции | 59 


межутка интегрирования. Подставляя теперь ряд (3.7) в исход- 
ный интеграл (3.6) и интегрируя почленно, получаем 


1 
_yyatl p2n—1 
1@=5 Sea la fede 


n=l ТИ о 


= (ОН ent 2n—1 и? 1 ы 1 а Ole? 38 
т @— Пап = are tay eh +0(). (3.8) 


Пример 2 


В качестве второго примера рассмотрим полный эллиптический 
интеграл первого рода 


n/2 49 ` 
пед = | 7m (3.9) 


при малых т. 
Используя биномиальную формулу, можно записать 


1 3 ы 
(1 — msin? 0)-12 = 1 + + msin? 6+ (5) (4) (—msin?6)?-+4- 
Cr) Cr) -¥) +) ie ) (= 2) (—т sin? 6} + 


1 3 5 id 
gp See) ae) senha: 


+ 


Применение признака Даламбера дает 


п-й член 
Ни (п— 1)-й член m= 


= lim (-=) (=3) (-3 5).. (- aa 5) (2 —2)1(—msintey"— 
ad - 3) = 2) (-¥ 3) .(--= И) в ити 


‘(2n — 3) т $118 0 
; = и = т 310? 6, 


Таким образом, ряд (3.10) сходится при всех значениях 0, для 
которых т 1? 0 < 1. Поскольку зи 0 < 1, а параметр т 
с самого начала предполагается малым, то остаточный член в фор- 
муле (3.10) представляет собой величину порядка т? для любых 
значений 0. 
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Таблица 3.1 
Зависимость отношения /о//› от величины параметра т 


т 0 0.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
Iq/ Ie 1 1.0000 0.99917 0.99720 0.99216 0.98043 0.95382 


Подставляя ряд (3.10) в формулу (3.9) и интегрируя почленно, 
получаем 
n/2 m/2 _ я 
Ulm) = | 48 + тт | 1049 +- m* | sintodd + 
ь n/2 с 5 л/2 у 
+ fm | 510040 +35 mé | зе 049--0 (ив). (3.11) 
0 0 
Воспользовавшись формулой 


л/2 
(21)! л 


= —__(2n)in _ г 
| sin? 0 40 = att? (3.12) 
можно переписать разложение (3.9) в виде 
1 9 25 
In) =F [1 fapm tat + et 4 m+ 0(т]. 
(3.13) 


В табл. 3.1 представлена зависимость от параметра т величины 
отношения /,//,, где /[« — приближенное значение интеграла, 
подсчитанное по формуле (3.13), а Г, — точное значение интеграла 
Г (т), взятое из книги Абрамовица и Стигана (1979, с. 608). При 
т — 0 отношение /,/], стремится к единице. Так, при т < 0,5 
относительная погрешность, возникающая при замене интеграла 
I, приближенным выражением /,, составляет менее 0,28%; 
при т = 0,7 эта ошибка не будет превышать 2 %. Таким образом, 
разложение (3.13) является хорошим приближением к /, при 
небольших значениях т. 


Пример 3 
В качестве третьего примера рассмотрим интеграл 
fe | 
I(x) = [ме (3.14) 
0 


при малых x. Разложим экспоненту, входящую в по дынтеграль- 
ное выражение, в ряд Тейлора 


tap Ou тт. 8.15) 
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Используя признак Даламбера, имеем 
п-й член у (Саи 
ae (п— 1)-й член alors п! (—1)t ee! = lim = = 9-10) 


для любых ¢. Следовательно, ряд (3.15) сходится ‘при всех зна- 
чениях 2, Кроме того, если считать { малым, порядок ошибки в раз- 
ложении (3.15) будет равномерным по #. 

Подставляя теперь ряд (3.15) в интеграл (3.14) и интегрируя 
почленно, получаем 


= —1)7 С № (—1)"х?+@4) 
по ур [миа 1 = 
n= 0 п] ("+-) 
2 


4 2 
а и 2 ltt 4 (x17), (347) 


Пример 4 


В качестве последнего примера исследуем так называемый 
интеграл ошибок 


I(x) =f e-tadt (3.18) 
х 

при малых х. Разлагая подынтегральную функцию в ряд Тейлора, 
получаем ряд следующего вида: 


_ yep" 


ete a (3.19) 


который, как показано B предыдущем примере, сходится при лю- 
бых значениях tv Заметим, однако, что функцию exp (—f*) на 
всей числовой оси нельзя представить с помощью конечного числа 
членов ряда (3.19) (см. рис. 5.2). С другой стороны, разложение 
(3.19) является к при #—>0, поскольку 


= о. 20) 
Поэтому интеграл (3.18) удобнее представить в следующей форме: 
(= | en! dt — J =" dt. (3.21) 


Для того чтобы вычислить первый из этих интегралов, hice 
что 


ии = | г" du, (3.22) 
& 9 
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Следовательно, 


i= (fj a (7 =“ as) = ia Ге dudv. (3.23) 
0 0 


oo 
. Перейдем в последнем интеграле OT декартовых координат и 
и ок полярным ги 0. При этом элемент площади преобразуется 
по формуле 
ds = ди dv = гаг 40, (3.24) 
причем г будет меняться от нуля до бесконечности, а 0 — от 
нуля до =. Таким образом, интеграл (3.23) преобразуется к виду 


tf ii re—" dr = (J $ i) (fre a) = 


0 5 
14128) = 4s, 


откуда 


lim | ее И. (3.25) 


Подставляя теперь ряд (3.19) во второе слагаемое в И (3.21), 
интегрируя почленно и используя формулу (3.25), получаем . 


— © т х — 
1(x) = И” ae 


oe. п antl Я 1 
Ув = VER ap tt ape to). 
п=0 
(3.26) 
3.2. Интегрирование по частям 


Проиялюстрируем данный подход также с помощью несколь- 
ких примеров. При этом последний из них позволит выявить огра- 
ничения метода интегрирования по частям и подведет нас к идее 
метода Лапласа и метода стационарной фазы. 


Пример 1 
В качестве первого примера исследуем неполную гамма- 
функцию, которая определяется интегралом вида % 


`Ц®= 


- (3.277) 
х 
_ при больших значениях х. 
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Метод интегрирования по частям основан, как известно, на 
использовании тождества 

а (из) = иду + оаи, (3.28) 

или : и 4 =d (uv) —vdu. (3.29) 


Если и и о являются функциями переменной $, то интегрирование 
обеих частей равенства (3.29) в пределах от & до fy дает © 


| — | ом. (3.30) 
в 


Для того чтобы иметь возможность воспользоваться формулой 
(3.30), нужно представить подынтегральное saipeueeuue B (3.27) 
в форме udu, т. е. ПООИР 


dt =udo. (3.31) 


Обычно разбиение Ha множители и и dU écyinettanctta таким 
образом, чтобы выражение для dv можно было проинтегрировать. 
Кроме того, и и du следует выбирать так, чтобы последовательные 
члены разложения интеграла J (x), получающиеся при интегриро- 
вании по частям, являлись бы величинами все более высокого 
порядка по малому параметру x. Для того чтобы проиллюстри- 
ровать оба указанных требования, рассмотрим два варианта. 
Сначала положим 


ae, =F: (3.32) 
Тогда 


du==—e+dt, ож. (3.33) 


Подстановка выражений (3.32) и (3. fe B о (3.30) дает 


ИЛИ P 
t et em Ff et 
а | Ш @ = (3.34) 
x $4 
Продолжая этот процесс, положим 
и==' duet (3.35) 
a 
Тогда 
du =—etdt, о= (3.36) 
H 


ot eo a Бы > 
dt = [ udv=e-tin Ind dt. 
| ; Je v= e- aa bee int dt (3.37) 
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Поскольку в соответствии с правилом Лопиталя имеем 


lim'e—! In¢ =1lim 24 


too, 1+ю 6 t+o te 


то соотношение (3.37) принимает вид 


co eg co 
| “dt =—e-* nx + | e- In¢dt. (3.38) 
i x x 
Подстановка этого соотношения в формулу (3.34) дает 
Ра dt ee x] г t ‘ 
|= =a te nx — | e-fIntdt. (3.39) 
x x 


Отметим, что второе слагаемое в правой части (3.39) оказывается 
существенно больше первого при x —> со. Таким образом, исполь- 
зование выражений (3.32) и (3.35) не позволяет получить асимпто- 
тическое разложение интеграла I (x) при х -* с 1. ’ 
В качестве второго варианта выберем 
и, Фе. (3.40) 


Тогда 
du=— dt, v=—e, (3.41) 


Подстановка выражений (3.40) и (3.41) в формулу (3.30) дает 
со 
со et 
oe dt, 
ele 


x 


x 


ИЛИ 
е 


—t 
a dt. (3.42) 


o со 
—t — 
е e 

| ба = 2| 

х x 
Продолжая процесс интегрирования по частям, положим - 


“=z, dv=e—' dt, (3.43) 
откуда у 
du = — 4, = —=*. (3.44) 


Таким образом, имеем 


4 Продолжая этот процесс интегрирования по частям, можно построить 
{сходящееся) асимптотическое разложение интеграла J (x) при х->0. —Прим. 
‚ перев. 
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или 
or Е —х Я 
J 4rau=- 3) Zw. (3.45) 
x x 
Подстановка соотношения (3.45) в ЗорыУ о дает 
Е —х 
] <r dt=- (3.46) 


Продолжая" процесс интегрирования по. ‘частям и полагая на 
каждом шаге e! dt == dv, находим 


rip —х —х —х —х 
е е 21е 3le 4le 
fwa=5--3 ++ - st 


x № 


| --х et 
er tire ttl rat. 847) 


Поскольку при x < ft < со имеет место неравенство {+2 > х"+2, 
то 
1 1 
п < пе‘ 
Интегрируя полученное неравенство, имеем 


со 
—х 


j= rm ава [= в 


x 


Таким образом, формулу (3.47) можно представить в виде разло- 
жения 


па | ral des 0 (sar —— ), (8.48) 


которое по определению является асимптотическим. Отметим, 
что ряд (3.48) расходится, поскольку 

‘i mower |. (—1)™—! mi x” = —т _ 

lim —— Vai член = lin —~—_.———_ = 1 =— о. 


m-rco ( mero x™t1(1)™-2(m—1)! — ть 
Однако при фиксированном М№ остаточный член в разложении 
(3.48) может быть сделан сколь угодно малым за счет выбора до- 
статочно большого х. 

Пример 2 

В качестве второго примера рассмотрим интеграл вида 


I(x) =f oi (3.49) 


о 
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при больших положительных х. Как и в предыдущем примере, 
разбиение на множители 


u=et, du=(x+)'dt 


не приводит к асимптотическому разложению при x — oo, 
Поэтому положим 


u=(x4+ 1", dv = edt, (3.50) 
откуда du = —(x + д? dt, v= —et, (3.51) 
Подстановка м (3.50) и (3.51) в формулу (3.30) дает 
я enh ® ое 
па [т Е |= Jere dt, 
или 
Их = к at rar dt. (3.52) 
Продолжая процесс интегрирования по частям, положим 
= (х + 1°, dv = edt, (3.53) 
откуда du = —2 (x + t)-dt, = —е"'. (3.54) 
Подставляя выражения (3.53) и (3.54) в (3.30), имеем 
Ге г Г г ем | Ге 
5 Ge d= — ary | 7 2] (x + 4° sal ia ai (x + 103 a, 
(3.55) 
При этом формула (3.52) принимает вид 
1 1 Ре! 
п-т 2| moar 4 (3.56) 
0 


Повторяя процедуру интегрирования по частям л раз, мы при- 
ходим к разложению 


| 1 2! 3! —1)"! (n—1)! 
MX) = >a ee +o ee + 
ab f [apt | 
+ (— 1)" п! | т ит dt. (3.57) 


Для оценки остаточного члена в (3.57) воспользуемся следующим 
неравенством, справедливым при положительных хи #: 
1 1 
————— << —_——_. 
(ptt yet 
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Интегрируя это неравенство, получаем 


© 
—t 1 


Е о. А ыы 
J («fant a | ве 


Таким образом, 


1(x) р ep bao +0 (ня ). (3.58) 


n=! 


и, следовательно, разложение (3.57) является асимптотическим 
при х-+ oo. Отметим, что ряд (3.58) расходится, поскольку 
в соответствии с признаком Даламбера 


: т-й член og. (=I) (т — бр 
Е (т— П-йчлен Пи "(т = 
= lim 2-ю. 


Однако при фиксированном М остаточный член этого ряда может 
стать сколь угодно малым при достаточно большом х. 


Пример 3 


В качестве третьего примера рассмотрим преобразование Лап- 
flaca от функции f (1, т.е. интеграл вида 
© 
Их = Гео. (3.59) 
0 
Построим асимптотическую оценку этого интеграла при больших 
положительных х в предположении, что функция f (t) является 
аналитической (т. е. на рассматриваемом интервале она обладает 
производными любого порядка) и что исходный интеграл суще- 
ствует. Заметим, что интегралы типа (3.59) возникают при реше- 
нии дифференциальных уравнений с помощью преобразования 
Лапласа. 
Положим 
и=|[ (0, du = e-*' dt, (3.60) 
так что 


ге 


du = f' (t)dt, v=— (3.61) 
Если бы мы выбрали разбиение на множители вида и = exp (—xt), 
dv = f (i) dt, то получили бы, что возникающее разложение не 
является асимптотическим при Xx — со. Подстановка выражений 
(3.60) и (3.61) в формулу (3.30) дает 


[еяндй=— 


0 


О [ага 


e 
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или 
по = LO | ера. (3.62) 
0 


Продолжая процесс интегрирования по частям, положим в ин- 
теграле в правой части (3.62) 
и=} (0), du=e-dt, (3.63) 
откуда 


г—х! 


du=f"(t)dt, v=— (3.64) 


Подставляя выражения (3.63) и (3.64) в формулу (3.30), а полу- 
ченный результат в формулу (3.62), находим 


raya — py Pt ae fer one, 
0 


ИЛИ 
i= LO. 4 £0 + fens (t) dt. (3.65) 
Продолжая процесс интегрирования Е частям, имеем 
= Bw + £0) 0) 4 £0 Fo 4 £0) au) if re 
Е В ны (04. (3.66) 
0 
Следовательно, ” 
10)= V2 +0 (=) (3.67) 


и разложение (3.67) является асимптотическим при x — oo. 
Пример 4 


С помощью аналогичного процесса можно получить асимпто- 
тическое разложение интеграла Фурье 


[од = | ef) at (3.68) 


при больших положительных @ для случая, когда f (В) — беско- 
нечно дифференцируемая функция от #. Интегралы такого типа 
возникают при решении дифференциальных уравнений с помощью 
преобразования Фурье. 
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Пусть функция f (2) достаточно быстро стремится к нулю при 
{— oo, так что интеграл (3.68) существует". Для того чтобы 
проинтегрировать (3.68) по частям, положим 

и =[ (д, du = et dt, (3.69) 
откуда ae 
о 


du =f’ (t)dt, =“. (3.70) 
Подстановка выражений (3.69) и (3.70) в формулу (3.30) дает 
tat 


fem (at ==— FO Г, _ = Го (t)dt, 


ИЛИ 
ад = — LO) — Ef etatp (0. (3.71) 
0 


Продолжая процесс интегрирования по частям (а именно, инте- 
грируя е:®' и последовательно дифференцируя } (1), каки в 
предыдущем примере, получаем 

fe) (0) 1 


N 
1@)—= У Caen t O (==). (8.72) 


Разложение (3.72) является асимптотическим при & -> о. 


Пример 5 


В качестве последнего примера рассмотрим обобщенный ин- 
теграл Лапласа | 
ид = fem pdt, b>a, (3.73) 
a 
при больших положительных x для случая, когда № (В и [ (9 — 
дифференцируемые функции аргумента ¢. Для того чтобы проин- 
тегрировать (3.73) по частям, необходимо представить подынте- 
гральное выражение в виде идо. В данном случае мы не можем 
положить 
и =} (0, du = е** (*) dt, (3.74) 


поскольку последнее выражение не интегрируется в общем виде 
через известные функции. Чтобы получить интегрируемое выра- 
жение, преобразуем формулы (3.74) следующим образом: 


0 3.75 
=, dy erh on’ (0. G79) 
№' (0 , 
1 При этом производные функции f (1) также должны затухать при #-+ оо, 
с тем чтобы существовали соответствующне интегралы, возникающне в резуль- 
тате последовательного интегрирования по частям. — Прим. перев. 
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При этом 
ox 1(0 5 = exh (2) 7 
du = [507 dt, =. (3.76) 

Подстановка выражений (3.75) и (3.76) в формулу (3.30) дает 

5 5 

CEO Pa Г 1’ 
а рен [ety] 
а а 


ИЛИ 


Toy ОНО OF (a) Lf gay FY dt 
=a ar Jet [eae] 4 
a 


(3.77) 


Оценивая интегральный член в правой части соотношения (3.77), 
находим, что 
eh 16) _ eXh @F (a) 
EQ) Sarg Зе при х- oo. (3.78) 


Формулы (3.77) и (3.78) получены в предположении, что функции 
f(t) ий (1) дифференцируемы и #’(1 52 0 на промежутке [а, 6]. 
Если же какая-либо из точек этого промежутка оказывается для 
функции В (1) стационарной (т.е. в этой точке В’ (1 = 0), то 
интегрирование по частям становится незаконным и интеграл 
в правой части (3.77) будет расходящимся. При h’ (1) 52 0 формула 
(3.78) показывает, что основной вклад в величину интеграла 
дают лишь ближайшие окрестности концевых точек промежутка 
интегрирования. Более того, если h (а) = В (5), то асимптотиче- 
ское поведение нашего интеграла определяется окрестностью 
только той концевой точки, в которой значение функции A (1) 
больше. Это обстоятельство позволяет предположить, что основ- 
ной вклад в асимптотическое разложение интеграла (3.73) дает 
окрестность точки tf =с Е [а, 6], соответствующей наибольшему 
значению f(t), независимо от того, является ли точка Ё = с 
внутренней или граничной точкой промежутка интегрирования. 
В этом, собственно, и заключается центральная идея метода 
Лапласа. Если функция h(t) достигает наибольшего значения 
в граничной точке, например при ¢ = a, и если эта точка не яв- 
ляется стационарной (т. е. h’ (а) 5 0), то верхний предел в ин- 
теграле (3.73) можно заменить на любую внутреннюю точку 
t = (при условии, что на отрезке [а, с] производная h’ (4) не 
обращается в нуль), проинтегрировать результат по частям и 
получить требуемое асимптотическое представление интеграла 
(3.73). Если же наибольшее значение fh (1) достигается в стацио- 
нарной точке, то метод интегрирования по частям становится 
непригодным. В следующем параграфе рассмотрим построение 
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асимптотических разложений интегралов типа (3.73) с помощью 
метода Лапласа, причем ограничения, связанные с дифференци- 


руемостью функции f (1) и отсутствием нулей у производной h’ (1), 
будут сняты. 
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В этом параграфе мы рассмотрим интеграл общего вида 


6 
I (x) = J ex (oF at (3.79) 


в случае действительной функции A (1) и при больших положи- 
тельных х, а также в предположении, что интеграл (3.79) суще- 
ствует (т. е. имеет конечное значение). Как указывалось в предыду- 
щем параграфе, основной вклад в асимптотическое представление 
интегралов вида J (x) вносит ближайшая окрестность точки, в KO- 
торой функция A(t) достигает своего наибольшего значения. 
На этой идее Лапласа основан достаточно общий метод получения 
асимптотических оценок интегралов типа (3.79). Ниже мы рас- 
смотрим метод Лапласа на нескольких наиболее характерных 
примерах. 


Пример 1 
В качестве первого примера рассмотрим частный случай ин- 
теграла (3.79), а именно интеграл 
10 
1 Ей 3.80 
=| Tra. (3.80) 
0 
Для того чтобы построить асимптотическое разложение / (x) 
при x — oo, разложим функцию (1 + й-* в ряд по степеням # 
и проинтегрируем полученное разложение почленно, заменив 
верхний предел в (3.80) на со. Возможность такой замены будет 
обоснована ниже. 
Из биномиальной формулы следует, что 


(Еда = рее Ae Уи. (3.81) 


При этом, согласно признаку Даламбера, имеем 


Следовательно, ряд (3.81) сходится только при |t| < 1, а значит, 
подстановка ряда (3.81) и почленное интегрирование в пределах 
от 0 до 10 являются незаконными, поскольку разложение (3.81) 
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справедливо только при |{| < 1. Для того чтобы преодолеть ука- 
занное затруднение, разобъем промежуток интегрирования на 
два — [0, 6] и [5, 10], где 6 — некоторое малое положительное 
число. Таким образом, мы можем представить интеграл (3.80) 


в виде 
5 


Ра ый е—х! 
1@= [95 a+ | it. (3.82) 


Покажем теперь, что второе слагаемое в правой части (3.82) 
экспоненциально мало при x -> oo. С этой целью заметим, что 
1> (1+9 при Ё> 0. Поэтому 


= — (е-10х Зее ee), 


При x — со exp (—10х) стремится к нулю быстрее, чем ‘любая 
степень x-!. При конечном 6 и при x -> со то же самое можно 
утверждать и для слагаемого exp (—5x). Следовательно, второй 
интеграл в правой части (3.82) будет стремиться к нулю экспо- 
ненциально, т.е. можно записать 


6 
1a)= | rate. М. Ч.) при x-> оо, (3.83) 


где сокращение (9. М. Ч.) использовано для обозначения экспо- 
ненциально малых членов. Таким образом, основной вклад в асимп- 
тотическое разложение интеграла (3.80) действительно дает только 
близкая окрестность точки # = 0. 

Подставляя разложение (3.81) в формулу (3.83) и интегрируя 
почленно, имеем 


5 © с 5 
I(x)= [== (5 (—1y" r) dt = У. (—1y"f tre-tdt. (3.84) 
0 0 


n=0 n=0 


Для оценки интеграла в правой части (3.84) введем замену пере- 
менной т = xt. При этом dt = dt/x и, следовательно, 


5 : 6 
[пели dt = | тета (3.85) 
0 о 


3.3. Метод Лапласа 73 


Последовательное интегрирование по частям в правой части соот- 
ношения (3.85) gs 


6x 


т | et dt = 


j tre-* dt = sar 
0 


[ии ли ряде 


Чит |", 


или 
Н fi бл о пи 1) 8? 
[fet = aH moe Oj Ae ORE |... 
Qa 
ni6? an ! 
(Ae A ри |. (3.86) 


Поскольку функция exp (—6х) при x -> со стремится к нулю 
быстрее, чем любая степень х`!, то член в правой части (3.86), 
содержащий множитель exp (—6х), будет экспоненциально ма- 
лым. Поэтому 

5 

je 

0 


причем этот результат не зависит от величины 6, так как он 
остается справедливым даже при 8 - oo. Действительно, 


(3.87) 


со 
| ме-м dt = 


о 


п! 
хА+! * 


Таким образом, приведенное рассуждение оправдывает описан- 
ную выше процедуру вычисления асимптотики интеграла (3.80). 

Подставляя разложение (3.87) в формулу (3.84), без учета 
экспоненциально малых членов имеем 


к (Или! 


Г(х) = и 


(3.88) 
n=0 

При этом, согласно признаку Даламбера, имеем 

: п-й член в (—1)"n 1x7 ни = — 

и. (и — П-Й член пе я (-1)"" (n—1) 1 =e ere ot 


и, следовательно, ряд (3.88) расходится. Поэтому использование 
знака равенства в формуле (3.88) является незаконным, и его 
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следует заменить на знак асимптотического соответствия. Окон- 
чательно можно записать 


T(x) ~ yee ae '  прих-о. (3.89) 
Отметим также, что этот результат может быть получен и с по- 
мощью метода интегрирования по частям. 

Использованный выше прием — разбиение промежутка ин- 
тегрирования и отбрасывание экспоненциально малых слагае- 
мых — занмствован нами из доказательства так называемой леммы 
Ватсона. С помощью этой леммы строятся асимптотические пред- 
ставления интегралов вида 


b 
I(x) = [Кем а, (3.90) 
0 


где функция f (1) непрерывна Ha промежутке [0, 6] и имеет асимп- 
тотическое разложение 


о- у Appl ™B—! при t-+0, (3.91a) 
in=1 
причем показатель В считается положительным, что обеспечи- 
вает сходимость интеграла (3.90). Кроме того, при 6 -> со должно 
иметь место неравенство 


170 |< Кем, (3.916) 


где К и а — положительные постоянные. При указанных усло- 
виях лемма Ватсона утверждает, что полное асимптотическое раз- 
ложение интеграла / (х) может быть получено с помощью подста- 
новки разложения (3.91а) в (3.90), дальнейшего почленного ин- 
тегрирования и замены верхнего предела интегрирования на со, 
в результате чего получается формула 


со 


I (x)~ > an Г tmB-le—x! dt, 


т 6 
или 
T(x) ~ x aT (тВ)/х"8 1. (3.92) 
т= 
Пример 2 2 
В предыдущем примере функция A (1 = —?t (см. формулу 


(3.79)) достигала своего наибольшего значения на нижнем пределе 


1 Здесь Г (x) — гамма-функция Эйлера, определенне и свойства которой 
указаны ниже на стр. 77. Полное же доказательство леммы Ватсона см., на- 
пример, Ватсон Г. Н. Теория бесселевых функций. Ч. 1—И. Пер. с англ.— 
М.: Изд. иностр. лит., 1949. — Прим. перев. 
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интегрирования. Поскольку в этом случае h’ (0) = —1, указан- 
ная точка не являлась точкой относительного максимума. Поэтому 
в качестве второго примера рассмотрим случай, когда наиболь- 
шее значение h (1) и точка максимума совпадают, а именно иссле- 
дуем интеграл 


— 1? 


5 
(© = | rar. (3.93) 
0 


у которого функция A (1) имеет относительный максимум в точке 
t = 0. Как уже отмечалось в примере 5 предыдущего параграфа, 
метод интегрирования по частям в данном случае оказывается 
непригодным. При больших положительных х асимптотическое 
представление интеграла (3.93) определяется лишь вкладом от 
окрестности точки ¢ = 0, в которой функция В (1) = —Ё дости- 
гаег своего наибольшего значения. Асимптотику интеграла / (х) 
будем искать с помощью леммы Ватсона, т. е. подставляя степен- 
ное разложение (3.81) функции (1 + ¢)' в интеграл (3.93) и ин- 
тегрируя далее почленно в пределах от нуля до бесконечности. 
В результате имеем 


= У и ея. (3.94) 
n=0 


Обозначая последовательные интегралы в формуле (3.94) через 
Ty, т. е. 


In = J te*" dl, (3.95) 
0 


попытаемся вычислить эти интегралы при произвольных значе- 
ниях п. Для случая п = 0 имеем 


= J e-**dt. (3.96) 
0 


Полагая У xt = ти dt = 4*/У х, приведем интеграл (3.96) к виду 


Геи. (3.97) 
0 


1 
= 


Интеграл в (3.97) мы вычисляли ранее (см. формулу (3.25)). 
Таким образом, имеем 


h= | ар VE. (3.98) 
о 
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Дифференцируя обе части соотношения (3.98) по переменной х, 


находим 
= Vi 
| Ре-яй dt = — 37, 
0 
откуда 
ие | Pe-*t* df = Е : (3.99) 
0 


Далее, дифференцируя по x левую и правую части (3.99), в свою 
очередь находим 


—| Ней dt = — ЗИ”, 
0 


8х5/2 
откуда 
и [пена = ЗУ. (3.100) 


Продолжая указанный процесс, можно получить выражение для 
интеграла вида (3.95) при произвольном четном п. Итак, 


Jam = V8 (1). (3.101) 


Для того чтобы определить J, при нечетном п, рассмотрим 
прежде всего случай п = 1: 
i= f tex dt. (3.102) 
0 
Полагая хЁ = т, имеем 2xt dt = dt и, следовательно, 
В | в et Fb (3.103) 
0 о 


Дифференцирование соотношения (3.103) по х дает 


— Г Ве" = — 
0 


1 
2x2 ? 


откуда 


= [| ве = и. (3.104) 


2х2 
0 
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Далее, дифференцируя по x выражение для /3, приходим к фор- 
муле для Is: 
=| fede = >. (3.105) 


0 


Продолжая указанный процесс, можно получить следующую 
. общую формулу для интегралов вида (3.95) с нечетными индек- 
сами п: 


a™ 
dx™ 


Окончательно с учетом формул (3.101) и (3.106) разложение 
(3.94) переписывается в виде 


пору YH ot) - 


Fama =—-(—1)" (7). (3.106) 


dx™ 
Ly wii ney Их 1 Ил 1 
Р-Р 
m=0 
+. (3.107) 


Гамма-функция 
Интегралы вида (3.95) можно вычислить и другим способом, 
выразив их через гамма-функцию Эйлера, определяемую при 
положительных 2 соотношением 
ге = | сет. (3.108) 
0 
С этой целью введем замену переменных 
т=хй, dt = 2% 4. (3.109) 
Тогда интеграл (3.95) преобразуется к виду 
k= >= (о | 1(0-1)29—* dg — енот (4). 
о 
(3.110) 
Подстановка (3.110) в разложение (3.94) дает 


со a a+l 

(-1)'T (—— 

T()~ ee (3.111) 
n=0 
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Покажем теперь, что разложения (3.111) и (3.107) совпадают. 
Воспользуемся для этого следующим функциональным соотно- 
шением для гамма-функции: 


га =(@—NT@—1N) (3.112) 


и докажем эту формулу для г > 1. Используя метод интегриро- 
вания по частям, положим 


и = 12, 4 =ет ак, 
откуда 
du == (г — 1) 92? 4, и= ет. 
При этом из формулы (3.30) следует, что 
T(z) = —-—е-* |r (R= 1) J te e-1 dr, (3.113) 
0 
Интеграл в правой части при г > 1 существует и равен Г (г — 1)!. 


Тогда из формулы (3.113) сразу следует соотношение (3.112). 
Отметим также, что рекуррентное соотношение (3.112) позволяет 
найти Г (2) при г > 1, если Г (г) протабулирована на интервале 
О<г<!. Например, 
Г (5,3) =4,3Г (4,3) = (4,3) (3,3) Г (3,3) = (4,3) (3,3) (2,3) Г (2,3) = 
= (4,3) (3,3) (2,3) (1,3) Г (1,3) = (4,3) (3,3) (2,3) (1,3) (0,3) Г (0,3). 
При натуральных 2, а также при 2, равных половине целого 
положительного числа, интеграл, определяющий гамма-функ- 
цию, может быть вычислен в явном виде. Так, в случае натураль- 
ных 2 рекуррентная формула (3.112) дает 
Г (2) = (2 — 1) TP (2 — 1) = (2 — 1) (2 — 2) T (2 — 2) = 
= (2—1) (2 — 2) (2—3)... 3-2-1-T (1). (3.114) 
Полагая в формуле (3.108) г = 1, находим 


г = | etdr=—e [P= 1. (3.115) 
0 


При этом из соотношения (3.114) следует, что 
Г (2) = (2 — 1), (3.116) 


где г — целое положительное число. Поэтому в случае п = 2m + 
+ 1, где т — произвольное натуральное число, имеем 


peel) p(t )=F (m4 1) = al. 


2 


1 Формулы (3.108) и (3.112) справедливы при всех 2, за исключением 
нуля и отрицательных целых чисел. См., например: Лебедев Н. Н. Специаль- 
ные функции и их приложения. — М.—Л.: ГИФМЛ, 1963. — Прим. перев. 
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Тогда из формулы (3.110) получаем 


Tangs = pe te хо (3.117) 


в полном соответствии с (3.106). 
1 
В случае если г =т -- 5», где т — натуральное число, 
из соотношения (3.112) следует, что 


(3.118) 


Полагая теперь в соотношении (3.108) 2 к имеем 
r (+) =f tale" dt, (3.119) 
0 


С помощью подстановки т =: у* интеграл (3.119) можно привести 
к виду 


r(+)=2 а 3.120 
(+) а у (3.120) 


Величина интеграла в (3.120), согласно формуле (3.25), равна 
И л/2, и, следовательно, 


г(>) =, i. (3.121) 

Таким образом, соотношение (3.118) принимает вид 
Е ИЯ 
(3.122) 


где т — целое положительное число. Отсюда при п = 2m (т — 
целое) имеем 


ге ar(@P)=r(ms 4)= 


(3.123) 
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Наконец, из формулы (3.110) следует, что 
1 1 3 5 
ban = (=) (m=) (mF) 


5. 3 Ши 
Sop Илх [m+(1/2)] (3.124) 


в полном соответствии с (3.101). 


Пример 3 


В качестве третьего примера рассмотрим несколько более об- 
щий, чем в предыдущем примере, интеграл, а именно 


[2 
I(xy=J fe фа, b>a, (3.125) 
где № (а) =0, В" (a) < 0, (3.126) 
f() ~ fo (-— а)* при Е а (3.127) 


и fy — некоторая постоянная. Условия (3.126) означают, что 
функция h(t) имеет в точке ¢ = а относительный максимум. 
Мы предположим также, что этот максимум является наибольшим 
значением В (1) (т.е. абсолютным максимумом) на промежутке 
интегрирования (рис. 3.1). Для существования интеграла (3.125) 
необходимо, чтобы показатель A был больше —1. Основной 
вклад в асимптотическое представление / (х) дает только окрест- 
ность точки { = а, в которой достигается наибольшее значение 
h(t). Поэтому верхний geen интегрирования в (3.125) вполне 
можно заменить на а + 5, где 6 — малое положительное число, 
в результате чего получим 


até 
д - | Fer ade. (3.128) 


а 


A(t) 


Рис. 3.1. Функция, имеющая относительный и абсолютный максимум в точке 
t= а. 
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Для того чтобы найти главный член разложения / (х), пред- 
ставим функцию A (1 в окрестности точки f = а ee рядом Тей- 
лора, положив ao 


A(t)h=hQ)+h' (@t—a+zh' @(t- apt 
или 
h(t) =A(a) +" (а. (3.129) 


поскольку В’ (а) = 0. Подставляя теперь (3.127) и (3.129) в ин- 
теграл (3.128), имеем 
ats 
I(x) ~ foe f(t — адм xt (a) ев И. (3.130) 


Поскольку h" (а) < 0, верхний предел a + 6 можно заменить на 
со, что приведет к экспоненциально малой ошибке. Таким обра- 
зом, перепишем (3.130) как 


I(x) ~ fet (a) | (1 -— ayhett'2) x" (a) Ив af, (3.131) 
a 
Интеграл в правой части (3.131) можно выразить через гамма- 
функцию. С этой целью положим 
—-- яв" (Иа =т (3.132) 
и получим 


1 2 0.4102 м 
Их | fer? (a) | та-Ре-т de, (3.133) 
0 


или, с учетом (3.108), 


1 2 (2. 11)/2 (Ат 
I(x) > + lana | foexh (ау (=) при x—> о. 


(3.134) 


Отметим также, что для того, чтобы найти члены высшего по- 
рядка в разложении Г (x), необходимо сохранять члены более 
высокого порядка и в разложениях функций } (1) и № (4). 


Пример 4 


В качестве четвертого примера рассмотрим интеграл вида 
(3.125) в случае, когда функция A (1) имеет при { = а точку пере- 
гиба (рис. 3.2). При этом - : 


A! (a) = (a) =0 uh" (a) <0. (3.135) 
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A 


Рис. 3.2. Функция, имеющая точку перегиба и абсолютный максимум в точке 
1 =: а. 


Как и в предыдущих случаях, основной вклад в асимптотическое 
разложение нашего интеграла дает только окрестность точки 
¢ = а, поэтому верхний предел интегрирования можно заменить 
на а + 6, где 5 — малое положительное число. 

Для того чтобы найти главный член асимптотического разло- 
жения интеграла (3.128) при условиях (3.135), представим функ- 
цию h (1) ее рядом Тейлора в окрестности точки f = а, положив 


h(t) = h(a) +A’ (a) (t — a) + A (a) - 4 


4 Gr" (@) (ta) fos, 
ИЛИ 
h(t) =h(a) +A" (@(t —ay +o. (3.136) 


Подставляя соотношения (3.127) и (3.136) в интеграл (3.128) и 
заменяя a+ 6 на со, получаем 
1 (x) ~ рем @ | (1 — ay ett/6rxte cay ау" (3.137) 
а 
Интеграл в формуле (3.137) можно выразить через гамма-функцию. 
С этой целью положим 


: — xh" (a) (фа = +. (3.138) 
огда 


6 | eos 


; со 
I(x) ~ “3 [52а foe** ca | qiA—2)Be—t dz, (3.139) 
0 


откуда, с учетом (3.108), следует, что 
1 6 (41/3 A+ 
о aon foext (OT (+) при х-— oo. 


(3.140) 
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Пример 5 


Во всех предыдущих примерах наибольшее значение функции 
h(t) достигается в граничных точках промежутка интегрирова- 
ния. Теперь мы рассмотрим случай, когда h (1) достигает наиболь- 
шего значения в некоторой внутренней точке (рис. 3.3). Итак, 
рассмотрим интеграл вида 


6 
I) = | де dt, b>a, (3.141) 
F 
при больших значениях X в случае выполнения условий 
№" (с) =0, 1” (6) <0, а<е<ь, (3.142) 
F(t) ~ fo (t —c)* при Ё- с, (3.143) 


где A — целое число, большее —1, что гарантирует сходимость 
нашего -интеграла. Для того чтобы найти асимптотическое пред- 
ставление интеграла (3.141) при x — <, разложим функцию 
в ряд Тейлора, сохраняя в этом разложении первый член с нену- 
левой производной: 

1 


h(t) = (с) bap 9 26) Эа (3.144) 
Тогда имеем 
46 
1 (x) ~ foeth © | (t == cy ей) хи (6) 0" Е, (3.145) 
. o-8 


где 6 — некоторое положительное число. Заменяя, как обычно, 
в интеграле (3.145) 6 на со, получаем 


со 


I(x) ~ рев (© | (Е — сле» th (OF, (3.146) 


oo 


A(t) 


A 
| 
1 
| 
ate, = = 
bot 
Рис. 3.3. Функция, нмеющая абсолютный максимум во внутренней точке про- 
межутка. 


| 
р 
| 
1 
| 
| 
1 
a ec 
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С помощью подстановки 
(от (3.147) 


асимптотическое представление (3.146) можно привести к виду 
—2 OED? и (0) г лет! 
I(x)~fo [ara] er | the-t* dt при х-+ со. 


—® 


(3.148) 
В случае целых нечетных A интеграл в правой части (3.148) 
обращается в нуль, и поэтому необходимо искать следующий 
член асимптотического разложения. Если же A — четное число, то 
оо о 
| thet dt = 2 | тет dt, (3.149) 
oo 0 
откуда в результате подстановки т? = 0 и с учетом формулы 
(3.108) находим 
, | 
Ле—т? = A~—1)/2p—8 = pL 
J деи [в 2 do =T ( и ). (3.150) 
0 


Таким образом, окончательно имеем следующее выражение для 
главного члена асимптотики / (x): 


10) ~fo -2 prt en wr (4) при x—> oo. 


xh" (с) 
(3.151) 
Пример 6 
Во всех предшествующих примерах функция f(t) в окрест- 
ности точки Ё= с, т.е. в окрестности максимума A (ft), имела 
степенной характер: 
fO~h(t—o%, > — (3.152) 
В качестве последнего примера рассмотрим случай, когда } (t) 
при # — с стремится к нулю быстрее, чем любая степень (t — с), 
и, следовательно, не может быть представлена в виде (3.152). 
Рассмотрим, например, интеграл вида 
5 
I (x)= [ево dt, ba, (3.153) 
а 
при больших положительных x. Поскольку функция | (1) = 
= ехр [—(! — а)-*] стремится к нулю быстрее любой степени 
({ — а), вклад в асимптотику от окрестности точки Ё = а будет 
экспоненциально малым. Поэтому непосредственное применение 
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алгоритма, используемого в лемме Ватсона, к интегралу (3.153) 
не позволяет получить требуемое асимптотическое разложение. 
При нахождении главной части асимптотического представле- 
ния J (x) мы не можем отделить exp [—(t — а)-*] or exp [—x (t — 
— a)*]. Напротив, нам следует объединить эти экспоненты и пере- 

писать (3.183) в виде 


ь 
I (x)= fe (1) df, (3.154) 


где h (x, t) = —(t — a)? — x (t — a)*. (3.155) 


Стационарные точки функции A (x, 1) находятся там, где обра- 
щается в нуль производная 
oh 1 


== — 2t— 4). (3.156) 


Решая уравнение (3.156), можно найти точку максимума 1 (x, #) 
t=a-+ (2х)-13. (3.157) 


Отметим, что в отличие от предыдущих случаев координата точки 
максимума в данном случае зависит от аргумента х. Таким об- 
разом, для того чтобы найти асимптотическое разложение инте- 
грала, мы должны прежде всего провести замену переменной ин- 
тегрирования с таким расчетом, чтобы координата точки макси- 
мума (показателя) экспоненты не зависела от х. Полагая 


t—a= x's, (3.158) 
перепишем интеграл (3.153) в виде 
1 aa ЕО 
=r | ея [54/51 ds, (3.159) 


0 


Максимум функции h (5) = —(s? + 51), входящей в (3.159), 
имеет место в точке $ = 2-13. При условии что 6 > 2-3, вклад 
в асимптотику вносит именно окрестность этой точки. Следова- 
тельно, нужно разложить функцию h (5) в ряд Тейлора в окрест- 
ности точки 5 = 2-'/3, Сохраняя в разложении первый член с не- 
нулевой производной, имеем 


В (5) = h (2-13) — 3 ($ — 2-13)? + .... (3.160) 
Далее, полагая в (3.159) 
3x13 ($ — 2-1/3)2 = 72 (3.161) 
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и заменяя пределы интегрирования соответственно на {о и 
— со, получаем 
1 2 (8/2) (2x) 1/3 ia р 

x) — | ета, 

(х) Vie 
или, с учетом формулы (3.125), 

T(x)~ ( = )e-am (2x)!/3 (3.162) 


“3x” 
3.4. Метод стационарной фазы 


В этом параграфе мы исследуем обобщенный интеграл Фурье 
6 
I(a)= | fe dt, b>a, (3.163) 


в случае больших положительных &. При этом предполагается, 
что f (t) и A (№ — вещественные функции и интеграл (3.163) су- 
ществует. Подынтегральную функцию в (3.163) можно рассма- 
тривать как некоторое комплексное выражение, представленное 
в показательной форме, причем | (1) и ай (t) служат соответ- 
ственно его модулем (амплитудой) и аргументом (фазой). Если 
функции f(t) и A(t) непрерывно дифференцируемы, можно по- 
пытаться применить метод интегрирования по частям, полагая 


a= LO фен (4. 


При этом 


_ fit 7 ao! h 
du = | oor | dt, v=, ela (4), 


Интегрируя (3.163) по частям, находим 
f(t) efah (0 | 


I (@) = ато 


ь 
| [0 |. ран (1) 
ee Elsa | ere ae. tes 
a 
Интегральный член в правой части (3.164) мы можем оценить, 
продолжив процесс интегрирования по частям. Окончательно 
имеем следующее асимптотическое представление: 


Е) efah (а) #6) ег (b) | й 
ты +0 (<r): (3.165) 


Как и в случае обобщенного интеграла Лапласа (пример 5 
$ 3.2), метод интегрирования по частям становится непригодным, 
если производная В’ (#) обращается в нуль в какой-либо точке 
промежутка [а, Ь]. Если же h’ 520 на промежутке [а, В], то, 
согласно формуле (3.165), основной вклад в асимптотику ин- 
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(14/2 eos 508 


Рис. 3.4. Быстро колеблющаяся функция. 


теграла / (а) вносят только окрестности концевых точек. При 
этом быстрые колебания функции exp [ай ()] уничтожают 
вклад в интеграл от внутренних точек промежутка (рис. 3.4). 
В данном случае в отличие от обобщенного интеграла Лапласа, 
для которого асимптотика определялась только окрестностью 
концевой точки с большим значением функции В (1), обе гранич- 
ные точки дают существенный вклад в асимптотику. Если же 
В’ (1) обращается в нуль на промежутке интегрирования (иначе 
говоря, если фаза имеет стационарные точки), вклад в асимптоти- 
ческое разложение вносят как окрестности концевых точек, так 
и окрестности стационарных точек, причем вклад последних 
значительнее. Этот факт хорошо иллюстрируется на рис. 3.5. 
В точках, далеких от концевых и стационарных, положительные 
и отрицательные полуволны взаимно погашаются. Кроме того, 
из рис. 3.5 ясно, что взаимное погашение колебаний оказывается 
меньшим в окрестности стационарной точки, чем в окрестностях 
концевых точек. Поэтому главные члены асимптотического раз- 
ложения интегралов Фурье должны определяться именно окрест- 
ностями стационарных точек. 


(1+0) cos 50(2 


Рис. 3.5. Функция со стационарной точкой. 
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При отсутствии стационарных точек хорошее приближение 
для данного интеграла можно получить с помощью метода инте- 
грирования по частям. При этом вклад концевых точек, как по- 
казывает формула (3.165), представляет собой величину порядка 
a, Для случая стационарных точек Стокс разработал так назы- 
ваемый метод стационарной фазы, позволяющий учитывать вклад 
стационарной точки { = с в асимптотику с помощью разложения 
функций f(t) и A(t) по степеням (1 — с). Как показано далее, 
вклад окрестности стационарной точки в таком случае представ- 
ляет собой величину порядка a@-!/2, и, следовательно, именно 
стационарные точки определяют характер главного члена асимпто- 
тического разложения интеграла / (a). Ниже мы опишем метод 
стационарной фазы в применении к четырем конкретным примерам. 


Пример 1 


Начнем со случая, когда у функции А (№) существует един- 
ственная стационарная точка (максимум или минимум), совпа- 
дающая с левым концом промежутка интегрирования # = а. 
Кроме того, принимается, что функция } (1) ограничена в точке 
Е =а, т. е. что || (a)| < +00. Как и при использовании метода 
Лапласа, главный член разложения интеграла | (a) определяется 
только вкладом окрестности точки а, и поэтому мы можем заме- 
нить верхний предел интегрирования на a + 6, где 6 — малое 
положительное число. Таким образом, имеем 

а-+6 
I(a)~ | fer dt. (3.166) 


a 


В первом приближении функцию f (1) можно заменить Ha f (а), 
а функцию A (1) представить ее тейлоровским разложением вида 


h()=h(a) +" +... 


(поскольку h’ (а) = 0). При этом интеграл (3.166) можно пере- 
писать как 
ato 
1 (a) ~ f(a) eiah (а) J (1/2) tah” (а) (f~a)* (4, (3.167) 
a 
Используя вновь допущение о TOM, что наиболее существенный 
вклад в асимптотику вносит ближайшая окрестность стационар- 
ной точки, заменим верхний предел а + 6 на +oo. Полагая те- 
перь { —а = 2, перепишем формулу (3.167) в виде 


со 


1 (a) ~ Ка ев (a) J e(1/2) tah” (a) 2* a, (3.168) 
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у 


С, 


(a) в" (а) <0 (5) A"a) > 0 


Рис. 3.6. Деформация”контура интегрирования. 


Для того чтобы вычислить интеграл в правой части (3.168), 
воспользуемся теоремой Коши, согласно которой, если функция 
комплексного переменного F (2) имеет производную, непрерывную 
в некоторой области, ограниченной замкнутым контуром С, 
и на нем (т. е. F (2) является аналитической в указанной области), 
то 


[ F@dz=0. (3.169) 
[2 


Основная идея вычисления интеграла | (a) заключается в том, 
чтобы выбрать контур интегрирования С таким образом, чтобы 
исходный интеграл Фурье перешел в интеграл Лапласа, т. е. 
в интеграл, главная часть подынтегрального выражения которого 
представляет собою экспоненту с вещественным показателем, 
затухающую на бесконечности. В рассматриваемом случае имеем 


Е(2) =ехр [+ дан" (a) 2], (3.170) 


так что производная F’ (2) существует при любых значениях 2. 
Следовательно, мы можем воспользоваться теоремой Коши в форме 
(3.169). Для этого составим замкнутый контур С из отрезка дей- 
ствительной оси х, отрезка прямой, выходящей из начала коорди- 
нат под углом 45° к действительной оси, и дуги окружности до- 
статочно большого радиуса А (рис. 3.6). Тогда 


J F@ae+ | Fide + | F(ede--0. (3.171) 
5. с, с, 
На дуге С, 
=x+iy=Rcos8+iRsin® = Rei, 
откуда 22 = 1710 = R? cos 20 + iR? sin 20. 


Следовательно, для того чтобы интеграл по дуге С», стремился 
к нулю при А — oo, мы должны выбрать аргумент 0 положитель- 
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ным или отрицательным в зависимости от того, положительна 
или отрицательна производная fh" (а). Кроме того, для преобразо- 
вания нашего интеграла в интеграл Лапласа угол между отрез- 


ками С и С. должен равняться ++ или —-, опять же в за- 
висимости от знака h” (а). При h” (а) > 0 имеем (рис. 3.6, 5) 


m4 
| Е (z)dz=iR | е-(/2) och” (а) R sin 20 +-(1/2) гал" (a) R* cos 20440 (0. 
on é 
(3.172) 
Тогда 
. л/4 
| F(z) dz|<R J е- (1/2) ай" (a) R* sin 20 G9 — 
с, 
е л/4 
=R | 7 (1/2) ой" (а) В sin 2840 + В | = (1/2) ав" (a) В sin 20 | (3.173) 
0 = 


где = — малое положительное число. Поскольку h” (а) > 0, 
а зп 20 > 0 при < 0 < a TO подынтегральная функция при 


В — со стремится к нулю равномерно относительно аргумента 0, 
и, следовательно, второй интеграл в правой части (3.173) также 
будет стремиться к нулю при А -> oo. Чтобы оценить интеграл 
по промежутку [0, =], приближенно заменим sin 20 на 26, в ре- 
зультате чего получим 


e 8 
R ita (1/2) ah” (a) № sin 20 ag р Le RO 10 — 
0 0 
| — eh” (а) Rte - 
= — са о >0 при Ю- о. 


Таким образом, при R -> oo весь интеграл по дуге С, стремится 
к нулю, и из соотношения (3.171) следует, что 


JF@d=— [F@dz при Roo, (3.174) 
1 с, 
На луче С, z = xu z*=x?, тогда как на луче Cy г = гехр (15/4) 

и 22 = Г exp (11/2) = ir’, где г — расстояние от начала коорди- 
нат до текущей точки на луче Cy. При этом подстановка выражения 
(3.170) в равенство (3.174) дает 

co 0 

| efl/2) гай" (а) хр — о” [= (1/2) ай" (a) "| 

0 < 


= eit fe (1/2) ah (a) 7? jp (3.175) 
6 
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Соотношение (3.175) показывает, что мы действительно преобразо- 
вали интеграл Фурье в окрестности стационарной точки в инте- 
грал Лапласа путем поворота контура интегрирования на угол 
л/4 от действительной оси. Далее, используя подстановку 


V там (a)r=t 
и учитывая формулу (3.25), преобразуем (3.175) к виду 


С (t/2) touhe (a) 28 Ир Pas И ле“ 
та" Е и. (3.176) 
V ah’ (a) Уз" (a) 
Подставляя теперь выражение (3.176) в формулу (3.168), находим 
Ия (а) ей (a)+in/4 
Vian" (a) ` 
Как уже отмечалось выше, в данном случае вклад в асимптотику 
от окрестности стационарной точки оказывается величиной по- 
рядка a-'/2, в то время как вклад от концевых точек представляет 
собой величину порядка a- 


В случае h” (а) < 0 контур интегрирования нужно повернуть 
на угол —л/4, так чтобы 


zero и Pa Ре — _ if, 


Тогда представление (3.168) примет вид 


T(a)~ (3.177) 


E(ah mf (aete 5 [RYO Ge, (3478) 


0 


Интеграл в правой части (3.178) является интегралом Лапласа, 
поскольку h" (а) < 0. Используя подстановку 


T ope 
V —— oh" (а) г=т 
и формулу (3.25), получаем вместо (3.178) 
Vat (a) ев (а) — in/4 
10) ~ Va) 
Отметим, что в общем случае поворот контура интегрирования 
на угол 0 должен осуществляться таким образом, чтобы величина 


iah” (а) 2? в интеграле (3.168) оказалась бы вещественной и от- 
рицательной. Поскольку 


2=тге@ и 22 = 12210 — 72 cos 20 + ir? sin 20, 
то указанное требование приводит к условию cos 20 = 0, или 
0 = +-7 л. При этом имеем 2 = и? sin 20 и 
тай" (a) 22 = —ar*h" (а) sin 20. 


при @-> оо. (3.179) 
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Таким образом, при h” (а) > 0 следует выбирать 0 = л/4, а при 
#" (a) < О необходимо полагать 9 = —л/4. Тогда в обоих случаях 
интеграл в (3.168), т. е. интеграл по лучу C,, преобразуется в 
интеграл типа Лапласа. 


Пример 2 


В качестве второго примера рассмотрим случай, когда функция 
й (1) имеет стационарную точку при t = с, где а < с < 6. Пред- 
положим, что других стационарных точек у функции A (1) не 
имеется; кроме того, будем считать, что функция | (№) ограничена 
в точке с, т.е. |f (с)| < оо. В соответствии с методом стацио- 
нарной фазы главный член асимптотического разложения инте- 
грала (3.163) определяется характером изменения подынтеграль- 
ной функции в окрестности стационарной точки ft = с, что позво- 
ляет записать 
c+6 
а) | Fel adt, (3.180) 
—6 
где 6 — малое положительное число. Заменим функцию f (t) 
ее значением в точке ¢f = с, а функцию h (№ в окрестности этой 
точки — ее рядом Тейлора, который имеет вид 


hO=hO+ gra 9 (-0+..., (3.181) 


поскольку h’ (с) = 0. Подставляя разложение (3.181) в интеграл 
(3.180), заменяя f (№ на} (с) и { — снаг, а также заменяя пределы 
интегрирования на оо, получаем в итоге 


1—0 ео | од. (3.182) 


Для того чтобы вычислить интеграл в правой части (3.182) 
в случае, если h” (с) > 0, повернем контур интегрирования на 
угол л/4, так чтобы 2 = гехр (1/4). В результате получим 


= 
1 (a) ~ Не" oo +a | О 


— 


Вычисление этого интеграла с помощью подстановки 


У там (c)r=t 


и использования формулы (3.25) приводит к следующему асимпто- 
тическому представлению: 
И2я! (с) е!ай (с) + in/4 


19 -— утв 


при &-— ©. (3.183) 
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Точно так же, в случае если h" (с) < 0, мы поворачиваем контур 
интегрирования на угол —л/4 и затем, используя подстановку 


| 


получаем окончательно 
V 2af (c) eth (с) —in/4 
Ца) ~ ————— при a> 0. 3.184 
(2) FG р (3.184) 
Пример 3 
В качестве третьего примера рассмотрим случай, когда h (t) 
имеет стационарную точку при { = а, причем 
в’ (a) = В" (а) =... = ht) (a) = 0, 
но A (а) & 0. Разложим функцию h (t) в ряд Тейлора, который 
с учетом равенства нулю первых n — | производных будет иметь 
вид 


в =в +A я-а"... (3.185) 


Подставляя разложение (3.185) в интеграл (3.163) и заменяя в нем 
f(t) на f (©), в первом приближении получаем 


I (a) ~ f (a) (а) f eam (2) (tay Hn gg (3.186) 
a 


Полагая теперь { —а =2г, перепишем представление (3.186) 
в виде 


F(a) — f (a) tae | о, (3.187) 
9 


Для того чтобы вычислить интеграл в правой части (3.187) в слу- 
чае, если №”) (а) > 0, повернем контур интегрирования на угол 
л/2п. При этом имеем 2 = гехр (in/2n) и формула (3.187) преоб- 
разуется к виду 


I (a) ~ f (a) 0X + fan fe? (2) rn ap, (3.188) 


Интеграл в правой части (3.188) выражается через гамма-функцию 
с помощью подстановки 
ah') (а) r* 
—————_ = Ss. 
ni 


При этом, учитывая формулу (3.108), находим 


[2 со 
om 1 ыы 
| е ohn) OI de м Pe 1e-S ds = 
0 ав" (а) 0 


Ц_Гж Г) (3.189) 
же в 
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Таким образом, асимптотическое представление (3.188) можно 
переписать как 


1 
HOE) амо 
! Ипа п i и é 
aes [an eal n ee S11" при a оо. (3.190) 

В случае если Ai”) (a) < 0, контур интегрирования следует 
повернуть на угол —л/2п от действительной оси. Тогда, выражая 


полученный в результате интеграл через гамма-функцию, имеем 


1 
I (a) ~ eee for (=) eitt(a)—in/2n при а- оо. 
— ani? (а) п 
(3.191) 
Из формул (3.190) и (3.191) следует, что главный член асимпто- 
тики интеграла (3.163), определяемый вкладом окрестности ста- 
ционарной точки, представляет собой величину порядка a-!/", 
где показатель п соответствует наименьшему порядку произ- 
водной, не равной нулю в стационарной точке. Следовательно, 
если функция A (0 обладает несколькими стационарными точками 
на промежутке la, 5], то главный член асимптотического разло- 
жения интеграла (3.163) определяется окрестностью стационар- 
ной точки с наибольшим значением п. Если же наибольшему 
значению п соответствует не одна, а несколько стационарных 
точек, то главный член асимптотического разложения интеграла 
(3.163) будет представлять собой сумму вкладов от всех этих 
точек. 


Пример 4 
Во всех предыдущих примерах функция f (№) была ограничен- 


ной в соответствующей стационарной точке. В данном примере 
рассмотрим интеграл (3.163) при условии, что 

0 ~ fo (t —a)* при t>a, (3.192) 
где показатель A должен быть больше —1, для того чтобы инте- 
грал (3.163) сходился. Относительно функции В (1) используем 
те же предположения, что и в предыдущем примере. Подставляя 
выражения (3.185) и (3.192) в интеграл (3.163) и заменяя верхний 
предел интегрирования на --со, получаем 


I (a) ~ foe Ги ео" (ay а (3.193) 
а 
Для сходимости интеграла (3.193) на верхнем пределе потребуем 


выполнения неравенства A < п — |. Полагая { — а = 2, перепи- 
шем представление (3.193) в виде 


1 (a) ~ рем) | zreiah(™) (а) 2" [п1 г. (3.194) 
6 
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Как и ранее, в случае если Al” (а) > 0, преобразуем интеграл 
(3.194) в интеграл Лапласа, повернув контур интегрирования 
на угол л/2л от действительной оси так, чтобы г = гехр (in/2n). 
В результате имеем 


со 


I (a) ~ реав (arti О-о жи | е-ав(") (a) лм фр. (3,195) 
0 


Интеграл в правой части (3.195) можно представить через гамма- 
функции с помощью подстановки 


ав" (а) r” 


п! = 


Учитывая формулу (3.108), находим 


ы = 
| pre-ant) (ay ти р И ve 5 ао ds = 
8 п | од") (a) : 


24-1 
_ п! (АНИ/в т ( п ) 3 196) 
= [array ee 


Подстановка выражения (3.196) в (3.195) дает 


A+1 
а fo (+) 
nl (A+1)/n n я , ы 
(а) — lense —_ eiah (a) + Г (А+ m/2n (3.197) 


при &-> со. 


В случае если Al”) (а) < 0, необходимо повернуть контур на 
угол —л/2п. Выражая получающийся в результате интеграл 
через гамма-функцию, получаем окончательно 


СТА 
| fol (|= 
! (A+1)/n 9 ; 
ae aa ED crt Фанни» (3.198) 


при &“— oo. 


Отметим, что формулы (3.197) и (3.198) при ^, > 0 переходят 
в выражения (3.190) и (3.191). Еще одно замечание относится 
к случаю, когда ^, + 1 > п. При этом, как видно из асимптотиче- 
ских представлений (3.197) и (3.198), главный член асимптотиче- 
ского разложения порождается не окрестностью стационарной 
точки { = а, вклад от которой представляет собой величину по- 
рядка a-(At+)/", а концевой точкой # == Ь, вклад от которой оказы- 
вается величиной порядка at. 
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3.5. Метод наискорейшего спуска ! 


До сих пор мы рассматривали только интегралы, у которых 
показатель экспоненты в подынтегральной функции был либо 
чисто вещественным (интегралы Лапласа), либо чисто мнимым 
(интегралы Фурье). В этом параграфе исследуем случай ком- 
плексных показателей экспоненты, т.е. обратимся ‘к изучению 
интегралов вида 


Га) = J | (г) ем) dz, (3.199) 


где & — большое действительное положительное число, С — KOH- 
тур интегрирования в комплексной плоскости 2, a } (2) и В (2) — 
аналитические функции 2, регулярные в некоторой области плос- 
кости г, содержащей контур интегрирования. Как известно, функ- 
ция A (2) называется аналитической в области О, если она опреде- 
лена и имеет производную в каждой точке этой области. Функ- 
ция A(z), аналитическая в некоторой области О, за исключе- 
нием конечного числа точек, называется мероморфной в О. Эти 
исключительные точки называются особенностями данной функ- 
ции. 
Функция A(z) комплексного переменного 2 = x + iy назы- 
вается дифференцируемой в точке Zp, если предел 


tim Age + At) #6) (3.200) 
Az>0 


существует и He зависит от выбора Az. Этот предел называется 
производной функции (г) в точке 2 и обозначается как A’ (2) 
или dh (25)! 42. Подстановка г = x + iy в выражение для fh (2) 
после отделения вещественной и мнимой частей дает 


В (2) =h(x + iy) =o (x, y) + М (x, У. (3.201) 


Далее, подставляя выражение (3.201) в (3.200) и принимая Az 
равным Ах, имеем 


dh ; Ф (% + Ах, yo) — Ф(ж, Yo) 
= =! О ВОР, 
а) fees Ax ыы 
+ilim $ (х Ах, Yo) — P (хо, Yo) , 
a Ax +0 Ax 
Таким образом, 
BoB 1D при 2=4. (3.202) 


1 В новейшей литературе предпочитают иное название: метод перевала, 
которое лучше отражает идею и суть метода. Прохождение седловой точки 
в направлении наискорейшего подъема и спуска — не обязательный, а лишь 
удобный путь интегрирования в рамках этого метода. — Прим. ред. 
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Аналогично, выбирая Az = Г Ay, для выражения (3.200) находим 


Gh у fi 9% Yo + Ay) — (4%) 
a (60) = и Thy + 
+ilim $ (хо, Yo + Ay) — (ж, Yo) 
Ay+0 Ay 7 
откуда & = 3 — ize при Z2=2). (3.203) 


Если функция A (2) дифференцируема, то величина производной 
h' (2) не может зависеть от выбора Az, и поэтому выражения (3.202) 


и (3.203) должны быть равны друг другу. Таким образом, имеем 


ap, ab _ 9% _, 09 
В. (3.204) 


Отделяя в равенстве (3.204) действительную и мнимую части, по- 
лучаем так называемые уравнения Коши—Римана 


ap _ op 

3х = ду › (3.205а) 
op _ _ 9% 
0 ae (3.2056) 


Исключение функции р из системы уравнений (3.205) с помощью 
перекрестного дифференцирования дает 


2, 
sty a =0. (3.206) 


Аналогичным образом, исключая из системы (3.205) функцию ф, 
приходим к уравнению 
д? 2. 
st + a =0. (3.207) 
Для того чтобы найти асимптотическое представление HH- 
теграла J (a), воспользуемся свойством аналитичности подын- 
тегральной функции и, применяя теорему Коши в форме (3.169), 
деформируем контур С в новый контур C’ с таким расчетом, чтобы 
на С’ либо вещественная, либо мнимая части функции A (2) ока- 
зались постоянными. Тем самым исходный интеграл преобразуется 
либо в интеграл Фурье, либо в интеграл Лапласа. Тогда асимпто- 
тика преобразованного интеграла может быть найдена с помощью 
метода стационарной фазы или с помощью метода Лапласа. Во 
многих случаях оказывается более предпочтительным трансфор- 
мировать исходный интеграл в интеграл Лапласа (т. е. в интеграл, 
у которого Imh = = const), поскольку полное асимптотиче- 
ское представление интеграла Лапласа порождается лишь окрест- 
ностью той точки на контуре C’, где функция ф = Вей (2) прини- 
мает наибольшее значение. В то же время полное асимптотиче- 
ское представление интеграла Фурье определяется, вообще го- 
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воря, не только стационарными точками функции ф = ImAh (2), 
но и поведением подынтегральной функции в концевых точках 
промежутка интегрирования. 

Отметим также, что линии постоянной фазы \ = const яв- 
ляются одновременно линиями наиболее быстрого изменения 
(спуска или подъема) для функции ф. Чтобы показать это, восполь- 
зуемся понятием градиента. Известно, что в плоском случае гра- 
диент функции ф (x, у) представляет собой вектор с компонентами 

99 = (32, 32), (3.208) 
а производная функции ф по направлению, задаваемому единич- 
ным вектором fi, определяется выражением 


я 
Че =Уф-п. (3.209) 


Таким образом, функция 4ф/4п достигает своего наибольшего зна- 


чения в случае, когда й = УФ/|Уф|. При этом направление, 
параллельное вектору Уф, будет направлением наибольшего 
возрастания (подъема) функции ф, а противоположное направле- 
ние, параллельное вектору —Уф, — направлением наибольшего 
убывания ф, или направлением быстрейшего спуска. Кроме того, 
из уравнений Коши—Римана (3.205) следует, что 


Уф-Уф = 0, (3.210) 


т. е. что векторы Уф и Vip взаимно перпендикулярны, и, значит, 
производная функции tp) в направлении, определяемом вектором 
Уф, будет равняться нулю. Таким образом, функция‘ оказывается 
постоянной на линиях, касательные к которым параллельны век- 
тору Уф, откуда сразу следует, что линии постоянной фазы яв- 
ляются одновременно линиями наискорейшего спуска (или подъ- 
ema) для функции ф. 

Отметим также, что функция ф (x, у) не может иметь в точках 
регулярности A (г) ни максимума, ни минимума. Действительно, 
из уравнения (3.206) следует, что если, например, 

ar a 
je <0, то -FE>0, (3.211) 
и наоборот. Вместе с тем поверхность ф (x, у) может иметь точки, 
в которых 8 ‘ 
P= OE a 
=a =0, (3.212) 
однако OHH не являются точками экстремума функции ф. Такие 
точки называются обычно седловыми точками (точками перевала). 
Топография поверхности функции @ (x, и), имеющей седловую 
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точку Z, изображена на рис. 3.7. Из уравнений Коши—Римана 
и формул (3.212) следует также, что 


2$ ap _ 
= =0. (3.213) 


Таким образом, седловая точка функции ф (x, и) является одно- 
временно и седловой точкой функции“ (x, y), а значит, точкой, где 
#' (2) =0. При этом, если z = 2, есть седловая точка и если 
В" (20) = Ah" (20) = ... = hO™ (25) = 0, но В+ (25) 40, точку 
2 называют седловой точкой порядка т + 1. 

Через седловую точку 2, проходят две или более линий уровня 
(т.е. кривых, вдоль которых функция ф сохраняет постоянное 
значение), разделяющих окрестность седловой точки на отдельные 
сектора. Кроме того, через седловую точку проходят две или более 
линий постоянной фазы (т. е. кривых, вдоль которых функция \ф 
постоянна), являющихся линиями скорейшего спуска или подъема. 

Хотя форма линий уровня и линий постоянной фазы, проходя- 
щих через седловую точку, если прослеживать их на всей ком- 
плексной плоскости, может быть достаточно сложной, одиако 
найти вид и расположение этих линий в окрестности седловой 
точки оказывается сравнительно нетрудно. Так, если седловая 
точка имеет порядок т, то в окрестности этой точки ряд Тейлора 
для функции f(z) имеет вид 


во пт" де — в)". (3.214) 


Рис. 3.7. Топография поверхности ф = Re A(z) вблизи седловой точки для TH- 

пичной функции A(z). Толстые сплошные кривые, выходящие из седловой 

точки, обозначают срединные линии «хребтов»-и «долин», пунктирные кривые — 

линии уровня ф = Ф (Xp, Yo) = const. Кривая AA’ является линией наискорей- 
шего спуска. : 
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Рис. 3.8. Топография поверхности ф = Re A(z) вблизи седловой точки второго 
порядка для случая Хх = 0. «Долины» на рис. заштрихованы, сплошные кривые 
представляют собой линии уровня, кривые наискорейшего спуска обозначены 
пунктиром, а стрелки на них указывают направление убывания функции Ф. 


Поэтому если положить 
и” (2) = Ке® и г — а = re, (3.215) 


то 


в (2) == В (о) + Кте +" — ф-- iy, 
ИЛИ 


ф= Фо + Kr" с0$ (х - m8), p= ф -- К” а (х +m), (3.216) 


где Po и фо представляют собой значения функций ф и \ в седло- 
вой точке. Таким образом, линии уровня ф = фо, проходящие 
через седловую точку, приближенно описываются уравнением 


сов (4 + m0) —0, или х-- те = (+), (321) 


где n = 1, 2, 3,..., 2т. Уравнение (3.217) дает нам 2m линий 
уровня функции ф, задаваемых аргументами 0 = р +) a — 


—x)/m. Эти линии делят окрестность точки 2 Ha т «холмов» 
и т «ложбин». 

Точно так же из второго из уравнений (3.216) следует, что 
линии постоянной фазы ф = py приближенно задаются уравне- 
нием 


sin (x + тб) =,0, или х + тб = пл, (3.218) 


где п =1,2, 3, ..., 2т. Уравнение (3.218) описывает 2m кри- 
вых, т из которых являются линиями наискорейшего спуска, 
а другие т — линиями наискорейшего подъема. 

В самом простом случае, когда седловая точка имеет порядок, 
равный двум, существуют две линии наискорейшего спуска и две 
линии наискорейшего подъема (рис. 3.8). Кроме того, суще- 
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ствуют четыре линии уровня, разделяющие окрестность седло- 
вой точки на два «холма» и две «ложбины». В случае седловой 
точки третьего порядка имеется шесть линий уровня, разделяю- 
щих окрестность седловой точки на три «холма» и три «ложбины». 
Кроме того, через эти «ложбины» проходят три линии наискорей- 
шего спуска, а через «холмы» — три линии наискорейшего подъ- 
ема (рис. 3.9). 

Проведенный анализ показывает, что эффективным методом 
построения асимптотических разложений для интегралов по кон- 
турам, концевые точки которых располагаются в двух различных 
«ложбинах», является метод наискорейшиего спуска, развитый 
Риманом и Дебаем. Идея этого метода заключается в деформации 
контура интегрирования С в некоторый новый контур С’, удов- 
летворяющий следующим условиям: 

1. Контур C’ проходит через седловую точку (т. е. через нуль 
функции A’ (2)). 

2. Мнимая часть % функции А (2) на этом контуре должна быть 
постоянна. 

3. Контур С’ представляет собой кривую наискорейшего 
спуска. 

Если по условию задачи деформированный контур проходит 
более чем через одну седловую точку, то каждая из них может 
дать свой вклад в асимптотику интеграла, причем основной вклад 
вносится точкой, соответствующей наибольшему значению функ- 
ции ф. Если же производная A’ (2) не обращается в нуль, TO кон- 
тур интегрирования С’ выбирают таким образом, чтобы удовлет- 
ворить второму и третьему из перечисленных выше условий. 

Ниже метод наискорейшего спуска иллюстрируется тремя 
типичными примерами. 


Рис. 3.9. Топография поверхности ф = Re (г) вблизи‘ седловой точки третьего 

порядка для случая % = 0. «Долины» на рисунке заштрихованы, сплошные кри- 

вые представляют собой линии уровня, кривые наискорейшего спуска обозна- 

чены пунктиром, а стрелки на них указывают направление возрастания функ- 
ции Ф. 
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Пример 1 


В качестве первого примера рассмотрим следующее интеграль- 
ное представление функции Бесселя первого рода нулевого по- 
рядка: 


14.2 
Jo(a) = ly приа 1. (3.219) 


Интегрирование по частям в этом случае не дает никаких ре- 
зультатов, поскольку разбиение на множители 


u=e™, dv=(1— 22) az 


приводит к разложению, не имеющему асимптотического харак- 
тера, а разбиение 


и= (1—2), dy = e'™ dz 


i к выражениям, содержащим особенности в точках 
2 = +1. 

Для того чтобы найти приближенное выражение для Jo (©) 
при больших @& с помощью метода наискорейшего спуска, дефор- 
мируем контур интегрирования в линию постоянной фазы. От- 
метим, что fA (2) = iz, так что фаза tp при г = 1 равна 1, а при 

= —1| она оказывается равной —1. Таким образом, контур 
интегрирования не удается деформировать непрерывным обра- 
зом в единый контур, вдоль которого фаза 4 оставалась бы по- 
стоянной. Вместе с тем существует возможность деформировать 
его в контур, изображенный на рис. 3.10 и состоящий из трех. 
отрезков прямых: отрезка C,, соединяющего точки —1 и —1 + 
+ iY, отрезка С», соединяющего точки —1 + iY и 1 iY, и, 


C2 
UY) 


C0) в) 


Рис. 3.10. Контур ннтегрнрования для вычнсления ннтеграла (3.219). 
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наконец, отрезка C3, соединяющего точки | + {Уи +1. Согласно 
теореме Коши (3.169), имеем 
ete d t ег аа 
РНЕ, ss iv. 
— 28 — 22 
cea, Г aris 


Строго говоря, контур следует деформировать так, как показано 
на рис. 3.10 пунктирными линиями, с тем чтобы на него не по- 
падали точки ветвления подынтегральной функции x = - 1. 
Однако в пределе, при р’-> 0, интеграл по такому криволинейному 
(т.е. с обходом углов) контуру стремится к интегралу по кон- 
туру, состоящему из прямолинейных отрезков. Поэтому в даль- 
нейшем мы можем не принимать во внимание наличие точек ветв- 
ления на контуре интегрирования. При Y -» oo интеграл по участ- 
ку С. стремится к нулю, поскольку в этом случае подынтеграль- 
ная функция также стремится к нулю, причем равномерно отно- 
сительно x = Rez. Следовательно, 


dz. * (3.220) 


1 ele 1 е(а2 
Jo(a) =— | у 4 + | Fa (3.221) 
-! 14100 
Используя подстановку г = —1 + iy в первом интеграле и 
=1-+ iy во втором, перепишем (3.221) в виде 
0 
и га tele 
Ло (а) = | = laa dy, 
или 
—ta—in/s © 
I(a) = а—1п. ar id oe ео dy — 
еее © 
ет, ges iy)” еду. (3.222) 


Интегралы в правой части (3.222) представляют собой интегралы 
Лапласа, и поэтому основной вклад в их асимптотику при @ — со 
вносит только точка у = 0. Таким образом, мы можем восполь- 
зоваться леммой Ватсона, раскладывая предэкспоненциальные 
множители, входящие в состав подынтегральной функции, в ряд 
при малых у и интегрируя полученный результат почленно. 
При этом главный член асимптотического разложения Jo (a) 
оказывается равным 


—ioin/4 eia—in/4 = 
Jo (a) ~ ———— [ye dy | у Мечи ду. 
V 2n | И2л | 
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С помощью подстановки ay = Е полученное выражение можно 
привести к виду 


со 


Л (а) ~ 7 его 4. ват] | ме. (3.223) 
0 


Окончательно, используя формулу (3.121) и тождество 
(20 + е-{8) = 2 cos 6, 


перепишем асимптотическое представление (3.223) в следующем 
виде: 


Л (а) ~ | Е (2-2) при @—> о. (3.224) 


Пример 2 
В качестве второго примера рассмотрим интеграл Эйри 


АЕ (а) = соя (+ $ +as) ds (3.225) 
0 


в случае @ » 1. Для того чтобы преобразовать (3.225) в интеграл, 
имеющий форму (3.199), введем преобразование $ = a!/2z, В ре- 
зультате получим 


А! (9) eae cos [om (-- й +г)] 4г = 
0 
= Sef [ein lots) оо авы de = 
0 


2 


eia3/2 (23/342) dz + =— С Ш д | ©—108/2 (23/3-4-2) dz= 
0 


—00 

1/2 

= f efad/? (23/342) 42 — — | его? (23/342) фа, 
0 0 


ia © 
откуда Ai(@)=S— | eta? G+) а. (3.226) 


Интегрирование по частям дает тривиальный результат Ai (&) = 
= 0.21 - 0.а-? --..., поскольку, как будет показано ниже, 
в асимптотическое разложение входит экспоненциальный мно- 
житель, | который стремится к нулю быстрее, чем любая сте- 
пень a 
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y 


a, 


м. ale 


Рис. 3.11. Кривые постоянной фазы (включая траектории наискорейшего спуска)» 
проходящие через седловые точки, для функции Эйри. Стрелки на рис. ука- 
зывают направление, в котором функция Re A(z) убывает. 


Для того чтобы найти асимптотическое представление функ- 
ции Ai (a), воспользуемся методом наискорейшего спуска. В дан- 
ном случае 


в =#(5-2+:) ий (2) = 2+1, 


так что седловые точки, т. е. нули производной h’ (г), суть точки 
z= +1. В этих точках 


h(t) =i(Fpiti)=F4, 


и, следовательно, Im A(+i) = 0. Полагая теперь в выражении 
для A(z) z =x + iy, имеем 


h@=i[fe+it+e+iy | = 
ву (иж 1)+к (уе -у+и). (3.227) 


Поскольку в седловых точках ImA = 0, то уравнение линий 
наискорейшего спуска, проходящих через эти точки, получается 
из условия ImA = 0. В соответствии с формулой (3.227) это 
уравнение имеет вид 


х (3 -У+ 1) =0. (3.228) 
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Уравнение (3.228) представляет собой кубическое уравнение, 
определяющее три кривые наискорейшего спуска: мнимую ось 
x =0и две ветви гиперболы 


ze +1=0. (3.229) 


Эти линии изображены на рис. 3.11, причем стрелки на кривых 
казывают направление, в котором убывает функция Кей (2). 
аким образом, для того чтобы применить метод наискорейшего 

спуска, деформируем исходный контур интегрирования в кон- 

тур C,, который: 

1) проходит через седловую точку 2 = i, 

2) представляет собой кривую постоянной фазы, 

3) является линией наискорейшего спуска из седловой точки. 
Требуемая деформация вполне осуществима, поскольку в обла- 
стях, расположенных между исходным и деформированным кон- 
туром, подынтегральная функция затухает экспоненциально при 
2-> со. Поэтому мы можем заменить интеграл (3.226) на экви- 
валентный ему интеграл 


1 
Ai(a) = ты | efa/? (25/342) dz, (3.230) 
. 2 


На контуре С, выполняется уравнение (3.229), и, значит, x? = 
= 3 (у? — 1), так что соотношение (3.227) можно записать в виде 


ва =у (2—5) при уы1. (3.231) 


Кроме того, функция A (2) имеет максимум при 2 = # (т. е. при 
у = 1). Следовательно, интеграл в формуле (3.230) представляет 
собой обобщенный интеграл Лапласа, и его асимптотическое пред- 
ставление может быть получено с помощью леммы Ватсона. 
Для этого введем подстановку 


оп (2) = ia? (1-2 +2) = ah (д PV =— a? — 18. (3.232) 


Тогда 
да? (22 + 1) dz = —2тат, (3.233) 


и интеграл (3.230) принимает вид 


ds. (3.234) 


. jem (2/3) 3/2 пр 
А | sor 
Далее, нам нужно разложить функцию [z* (т) + 1}-1 в ряд при 


малых т, а для этого необходимо построить разложение по сте- 
пеням т самой функции 2 (т). С этой целью разложим левую часть 
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(3.232) в ряд Тейлора по степеням (2 — i), в результате чего 
получим 


@— (2 — pay, (3.235) 
Решение этого уравнения при малых т имеет вид * 
= ам --.... (3.235a) 


Таким образом, 
(2 +1)7 = (2), при т—0. (3.236) 


Подстановка выражения (3.236) в формулу (3.234) приводит к окон- 
чательному асимптотическому представлению функции Ai (a): 


em (2/3) а3/? 
QV nat 


Нужно отметить, что строго следовать при интегрировании 
вдоль всей линии наискорейшего спуска оказывается не столь уж 
необходимым, поскольку асимптотическое разложение интегра- 
лов типа (3.199) полностью определяется окрестностями точек, 
где функция ф принимает наибольшее значение. Эти точки могут 
быть как внутренними, так и концевыми точками отрезка инте- 
грирования, причем если точка, в которой достигается макси- 
мум ф, является внутренней, то она необходимо будет и седло- 
вой. В данном примере для получения главного члена разложе- 
ния оказывается вполне достаточным строго следовать по кривой 
наискорейшего спуска лишь на очень коротком ее участке, про- 
ходящем через седловую точку. Поскольку седловой точкой 
в нашем случае является точка 2 = 1, то показатель экспоненты 
в (3.230) можно приближенно представить как 


ia3/? (+2 +2) =— ам — аз? (г — + .... (2.238) 


При этом направление обхода контура интегрирования в точке 
2 = должно выбираться с таким расчетом, чтобы величина 
a3/2 (г — i)? = 1? оказалась вещественной и положительной. 
Подставляя теперь (3.238) в интеграл (3.230) и заменяя в нем пре- 
делы интегрирования соответственно на —oo и --со, вновь полу- 
чаем для главного члена асимптотического разложения выра- 
жение вида 


А! (а) — при &-— о. (3.237) 


= (2/3) 03/2 © 
2 
Onell | ет! dt, 


—® 


А1 (@) — 


1 Разложение функции Z(t) можно получить из уравнения (3.235) с по- 
мощью метода неопределенных коэффициентов или путем обращения степенных 
рядов по фе Бурмана— Лагранжа (см., например, Лаврентьев М. А. 
и Шабат Б. В. Методы теории функций комплексного переменного. — М.; Наука, 
1965). — Прим. перев. 
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или, с учетом формулы (3.25), 
— (2/3) а3/2 


А! (©) — Tne при &«-— oo. (3.239) 


Пример 3 
В качестве последнего примера рассмотрим интеграл вида 
2 
1 (a) = [ #22" dz (3.240) 
0 
при больших положительных a. Параметр A в данном случае 
представляет собой комплексное число, не зависящее от a. Сед- 
ловые точки задаются уравнением 


ht (2) =-£ (ЗАг — ®)=0, или 1-2 =0, 


и, следовательно, они имеют координаты 2 = +A/2, Если поло- 
жить A = о*ехр (21%), то координатами седловых точек будут 
значения 2 = +0 exp (iv). Поскольку вторая производная 
h” (2) = —6z в указанных точках отлична от нуля, то данные 
седловые точки оказываются второго порядка. 

Для того чтобы построить асимптотическое представление 
интеграла (3.240), вновь воспользуемся свойством аналитич- 
ности подынтегральной функции и деформируем исходный кон- 
тур интегрирования в контур С, проходящий через начало коор- 
динат и седловую точку 2 = oexp (iv) и являющийся линией 
наискорейшего спуска (рис. 3.12). Тогда Итера (3.240) пере- 
писывается в виде 


I (a) = | e@ (2-29 de = | ее 2-2" de, (3.241) 
0 c ь 


Как отмечалось выше, основной вклад в асимптотику инте- 


грала / (а) вносит лишь небольшой отрезок (a контура С, про- 
ходящий через седловую точку. Поэтому 


(а) | (2-2 dz, (3.242) 

с 
Поскольку точка 2 = сехр (iv) является седловой, показатель 
экспоненты в интеграле (3.242) можно представить в виде ряда 


a (3Az — 23) = 203! — Bae! (2 — ве’)? +--+, (3.243) 
а направление с выбрать таким образом, чтобы 


Засе!” (г — cet)? = 12, (3.244) 
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где т? — вещественная и положительная величина. Таким обра- 


зом, контур интегрирования С будет задаваться параметрическим 
уравнением 


(3.245) 


Формула (3.245) показывает, что существуют два возможных 


направления интегрирования по контуру С, определяемые аргу- 
ментами — v/2 ил — v/2. Для того чтобы выбрать здесь правиль- 
ное направление, необходимо исследовать характер изменения 
функций ф и\ф на всей комплексной плоскости (рис. 3.12). Из 
рисунка ясно, что интегрирование следует проводить в направ- 
лении, определяемом аргументом —v/2, Таким образом, в фор- 
муле (3.245) мы должны выбрать знак плюс, поскольку пред- 


полагается, что т на контуре С изменяется от отрицательных 
значений к положительным. При этом, согласно лемме Ватсона, 
в качестве пределов интегрирования можно выбрать соответ- 
ственно —со и +0. Подставляя теперь выражение (3.245) в ин- 
теграл (3.242), с учетом сделанных замечаний для главного члена 
асимптотики исходного интеграла получаем выражение вида 


1 о 
exp | — -=— iv + 2a0%¥ 
I (a) ~ Ales haha | e-* dr, 


V 3a0 
или 
= 1; 
(а) — qos exp [-— piv + 200% ] при a—oo. (3.246) 


у 


Контур С 


Рис. 3.12. Деформированный контур интегрирования С для случая в = | и 


у = 22. 
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Упражнения 


3.1. Показать что при #0 
i 


sin et Е ls 
ие 


3.2. Показать, ea при х—> 0 
х 
Г Зе at w 4х! — + 25/4 + + x4, 
0 

3.3. Показать, что при x—> со: 


— ог 11 2! 311. 
* р [wow tas |; 
x 
© it 
р [fide g EY эф, 


х 
3.4. Показать, что при x—> со 


© 
имя АЕ, 3-2) 
fect dt ~ хе [5+7 я Se. 
х 
3.5. Показать, что при x—> со 
© 
1 -«f toot 1-3 _ 1.3.5 
| Be Ее [ 0х wae + 935 “a |. 
x 
3.6. Рассмотреть полный эллиптический интеграл второго рода 
п/2 
1 (т) = | Vi—msin®6 a0. 
0 
Показать, что 
: 1 1 ews 5 ites 175 
пря [1pm — ep mt зб" авар mt to) 


Сравнить полученный результат с результатами, приведенными в книге 


Абрамовица и Стигана (1979). 


3.7. Показать, что при x —+* со 
со 


cos { 1 2! 4! 1 3! 5! 
| т dtm (-5 += a sin + (=— ear er Ty cos xX. 


x 
3.8. Показать, что при x—> со: 


со 


a) op tl ~ (сов: 


6) J = dt~ у (sin x + весь, 
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где 
_ 1 1.3.5 | 1-3-5-7-9 

и. 
1.3.5.7 


пт + at 


3.9. Показать, что при x—> со: 


г t— ! 5! 
a) [eee RE 


оо 

sin es sin (t—x) 12! 41 
") ane damm ta 
3.10. Показать, что при x—> оо: 


2) {i т 
т хх ' 


dt In x 
®) а Ininx * 
2 


3.11. Показать, что при x—> со: 


т —1/2_ 2 524 2 92 
~ 2x =х +> * } 


ma! 


x 
6) [P+ PN a~ 28? 4 87, 
0 


Га 
[ттт 


4.13. Показать, что при х-+ со: 
1 
a) fe 
0 
1 


6) ae Int hd~ a; 
0 
, 1 

в) ferttsint de~ 5 


In2, 
x 


г) и о 
0 
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3.13. Показать, что при W@—> со 


a 4 
eo 1 1 
ss Oe НЫ 
| ох хИо oo? 


3.14. Показать, что при W@—> со: 
оо 


а) j en? (x8+42x) (1 4 х)5? = 3 


0 
© 
—w (x?42x) a In2 , 
6) | е In (2 + x) dx >} 
0 
оо 
ео eee 
в) ee O42) In (px) de ~ Goes 
в ® (#84 2x) Vz 
r fe a~/ =. 
: “V+ ax 20 
3. is. Показать, что при @—> со 
6 
—wh (a) 
«оке (x) рек РИ, 
} Той (ay 
me’>—l, b>a u h(x) >h (a). 
3.16. Показать, что при W—> со: 
ешо. 
2% '’ 


а) | eO** 5/2 [п (1 + x) de ~ 
1 
о 


— 0х? 5/2 e 2 
6) fe x пла из. 
i 


3.17. Показать, что при @—> оо: 


co 1 
of ae И 


Qo4 


9 
T(— 
6) i eo O** 5/2 I (1 x) dew ( 4 ) : 
2% 


3.18. Показать, что при W@—> со: 


—@х Улш2 
хх: и зекым 
a) ds in (2+ 12) de~ ie 
6) J e~°** In (1 4 x?) dx ~ Sa <a 


—co 
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3.19. Показать, что при х-+ со: 


2 


a feet eon gy Ут, 
2х 
2 
я [#4111] ре Илт2 ene 
6) fe In(l +0) dt ~~ 


2 as 
B) Jere + ol ined ~ =; 
28“ 


— 1. ыы 
ert 0/1 ; T) oe. 


г = 
} Ve—1 2V 2x4 


3.20. Показать, что при x—> co: 


nein? 
6 
1 1 
ent” r (= 
в) УТ dt пхп 


3.21. Показать, что при @&-» oo 


© 
м ee! 1 _2 3/2 1 ) 
А! (—a) == | cos (41° —at) dt~ ~ Paar sn ( 3“ +? ь 
0 
3.22. Показать, что при &-— co 
© 
Гаев a ~—. 
0 


3.23. Показать, что при х-—> оо 


Jo) = в (x sin 0) 0 — V == (+1 =). 
0 
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3.24. Показать, что при &@—> со: 


1 
в) fe (ЕО и 
0 
1 


г) few In (2+ t) dt~ 
0 


3.25. Показать, что при x—> со: 


1) oT а 2 ниям) 
9 мы =-= | toe Fey 
i 


у 
2 Г cosxt : 1 
г) | V@—1 dt~ 2. sin («-+"); 
x 
= 1 cos 8 Ca 
д) ит cos nO 40 — У. 
3.26. Показать, что при 2-+ со 
р = == 
T(2)= | Pe dt V 2e a 
0 


3.27. Показать, что при х-+ со 


1 1 1 


feral an (2) (eed) fF (44)) 


-1 
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3.28. Показать, что при W—> со 
1 


г 1 
; y+ an 
ми Ling ce inl a 
rn) 


о ? 
0 


> 
где v=—| et Int df. 
6 


3.29. Показать, что при &-+> со 


Илехр [- Тм + ote аа" ] 
e& (212913) gy 8 3 
12 ы 
6 


3.30. Рассмотреть интегральное представление для полиномов Лежандра л-го 
порядка 


a 
Pn (в) = = | Ив? — Т cos 6)” 40. 
a 


Показать, что 


ats 
1 И-П 
V inn (es 


3.31. Рассмотреть функцию Эйри второго рода, определяемую интегралом 


Ри (и) — при п -> оо. 


Bi (2) = +] [eves + sin (e+ )| dt. 


a) Используя метод Лапласа для оценки первого интеграла и метод 
интегрирования по частям для второго, показать, что при 2-+ со 


. (2/3) 28/2 
Bi (z)~ Va 
6) Положить г = —a; далее, используя метод Лапласа для оценки первого 


интеграла н метод стационарной фазы для второго, о что 


Pie Tag oo (3-9 в 4 x). 


Глава 4 


УРАВНЕНИЕ ДЮФФИНГА 


Во многих случаях свободные колебания консервативных 
систем с одной степенью свободы описываются уравнениями 
вида 


<> +h (x*)=0, (4.1) 


ate” 

где | — некоторая нелинейная функция от х*; при этом член 
2. * 

па определяет ускорение системы, а f (x*) — нелинейную 
восстанавливающую силу. Пусть координата х* = x§ определяет 
положение равновесия системы; тогда ясно, что f (xj) = 0. Пред- 
положим также, что функция f является аналитической в точке 
х* = x9; тогда в окрестности этой точки ее можно разложить 
в ряд Тейлора 


F(x?) = Ri (х* — XG) + № (х* — 26)? -F №з(х* — хо + e+, (4.2) 
ey Oe ae 
где ka = 47 ae (x6). 
Таким образом, уравнение (4.1) можно представить в виде 
= ас — x8)? + hs фм... = 0. (4.3) 


Уравнение (4.3) описывает движение данной системы вблизи 
положения равновесия. Вводя для удобства преобразование 
u* = x* — xj, из (4.3) получаем 


St yu + hat ви... =0. (4.4) 


а" 


Большая часть этой главы посвящена исследованию специаль- 
ного вида ne. ee а именно уравнения 


Е + kw* ви —0, (4.5) 
где А, >0, а ky может быть как положительным, так и отрица- 
тельным. Уравнение (4.5) называют обычно уравнением Дюф- 
финга. Как уже отмечалось в гл. |, прежде чем приступить’ к ре- 
шению исходных уравнений, следует принять за правило обя- 


4.1. Пряное разложение 117 


зательно приводить их к безразмерному виду. С этой целью вы- 
берем некоторые характерные масштабы задачи — линейный U* 
и временной Т* — и положим 


u* [5 
u= Te t= ==. 
По правилу дифференцирования сложной функции имеем 
ЕЕ ЕВА ав a 
ai* dt а  T* dt’ ae те а’ 


при этом уравнение (4.5) преобразуется к виду 
ити - ВТО = 0. (4.6) 
Выберем Т* таким образом, чтобы &.Т* = 1, и положим г = 
= kgT* U* = k,U**/k,. Тогда (4.6) перепишется как 
й и-{ 23 =0. (4.7) 


Отметим, что параметр = представляет собой безразмерную вели- 
чину, которая характеризует степень нелинейности системы. 
В качестве начальных условий примем, что 
и (0) = хо, й (0) = Xp. (4.8) 
Решение и нашей задачи является функцией независимой пере- 
менной ¢ и параметра =, что мы будем записывать как и = и (t; =), 
отделяя параметр = от аргумента # точкой с запятой. В следую- 
щем параграфе прямым разложением по параметру мы построим 
приближенное решение задачи (4.7)—(4.8) при малых, но конеч- 
ных г, однако это разложение не будет равномерно пригодным 
для больших значений ¢. Далее, в $4.2 мы получим точное решение 
задачи, из которого будет видно, что частота системы ® является 
ge параметра = (т.е. степени нелинейности системы). 
о обстоятельство используется в § 4.3 для построения равно- 
мерно пригодного решения с помощью разложения функций и 
и ®в ряд по степеням параметра = — в этом состоит так назы- 
ваемая методика Линдштедта—Пуанкаре. В § 4.4 ряды для и 
и ® подставляются непосредственно в прямое разложение реше- 
ния, с тем чтобы сделать его равномерно пригодным — это так 
называемый метод перенормировки. В $4.5 мы описываем метод 
многих масштабов, в § 4.6 — метод вариации параметров (метод 
специальных возмущений) и наконец в § 4.7 — метод усредне- 
ния. 


4.1. Прямое разложение 
В случае = =0 уравнение (4.7) сводится к уравнению 
й и =0, (4.9) 
общее решение которого можно записать в виде 
и = a, cos (t + By), (4.10) 
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где @, В, — произвольные постоянные. При малом, но отличном 
от нуля значении параметра = общее решение (4.7) уже нельзя 
представить формулой (4.10), и к ней следует добавить некую 
поправку. Будем искать эту поправку в виде ряда по степеням в, 
т. е. положим 


и (Е =) = Up (t) + гм, (1 + =? (1 + 23. (t) +.... (4.11) 
Ограничим наше исследование нахождением лишь первого 
поправочного члена ряда (4.11), т. е. будем искать приближенное 

решение задачи в следующем виде: 
и (6 ) = uy (9 + ги, (9 + 0 (e%). (4.12) 


При этом, поскольку мы сохраняем здесь лишь один поправоч= 
ный член, будем называть разложение (4.12) разложением пер- 
вого порядка. 

Подставляя (4.12) в (4.7), имеем 


tip + ей + 0 (8%) + шо + ги, + О (2?) + г ш + гм, + O (ев =0. 
(4.13) 
Используя биномиальную формулу для разложения последнего 
члена, получаем 
[uo + ew: + О (=)? = u5 + ив [ews + О (=?) + 3uo [em + О (=?) + 
+ [ens + 0 (=) = up + 3eugu; +- О (=). (4.14) 
Далее, подставляя (4.14) в (4.13) и собирая члены с одинаковыми 
степенями =, находим 
Шо + up +e (i - ши + 8) + О (=?) = 0. - (4.15) 
Поскольку нас интересуют лишь члены порядка , то в квадрат- 
ных скобках в (4.13) необходимо учитывать лишь первое слагае- 


мое; это обстоятельство позволит нам существенно упростить 
дальнейшие выкладки. Полагая в (4.15) = = 0, получаем 


Uy + uy = 0. (4.16) 
При этом (4.15) принимает вид 
в (м Е ш + 0) + 0 (2) =0. (4.17) 
Разделив на &, имеем 
м-+ш +03 + 0 (e)=0, (4.18) 
откуда, полагая в (4.18) = = 0, находим 
i + ш = 0. (4.19) 


Сравнивая (4.16) и (4.19) с (4.15), можно заметить, что оба этих 
соотношения легко получить, если просто приравнять нулю коэффи- 
циенты при последовательных степенях = в выражении (4.15) — 
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именно таким способом и находят уравнения для Uy и и. Заметим, 
что уравнения (4.16) и (4.19) легко решаются последовательно. Дей- 
ствительно, находя из (4.16) функцию Uy, можно подставить ре- 
зультат в уравнение (4.19) и затем найти функцию ил. 

Общее решение уравнения (4.16) можно представить в виде 


Uy = a) cos (Ё + Во), (4.20) 


где @ и В, — произвольные постоянные. Подставляя выражение 
для ш в (4.19), получаем 


id + uy = —28 cos? (t + Во). (4.21) 
Как известно, общее решение неоднородного уравнения (4.21) 
складывается из общего решения соответствующего однородного 
уравнения и некоторого частного решения (см. приложение Б). 
Для того чтобы найти это частное решение, разложим неоднород- 
ность в правой части (4.21) в ряд Фурье, используя тригономе- 
трическое тождество (формула (А. к 


1 
с0530 = — cos 30 + cos 0, 


и перепишем (4.21) в виде 
id, + ш = —- 408 (t + В) — 480$ (31 -+ 3B). (4.22) 


Решение же соответствующего однородного уравнения можно 
представить как 


uy, = a, cos (#-- Bi), (4.23) 


Onn 
где a; и В, — также произвольные постоянные. В силу линей- 
ности (4.22) частное решение этого неоднородного уравнения может 
быть представлено в виде суммы двух частных решений, соот- 
ветствующих каждому из слагаемых неоднородности в правой 
части (4.22). Таким образом, нам остается найти частные решения 
следующих двух уравнений: 


м + uy = — - ab cos (t + fr). (4.24) 
iy + uy = — Lah cos (34 + 3p). (4.25) 


Частным решением уравнения (4.24) является функция вида (фор- 
мулы (Б. 75) и (Б. 76)) 
що „= — 3 a sin (¢ + Во, (4.26) 


частн 
а частным решением уравнения (4.25) — функция вида (фор- 
мулы (Б. 68) и (Б. 69)) 


us? = Fy eos (3¢ + 38). (4.27) 


частн 
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Тогда, в силу принципа суперпозиции, для частного решения (4.22) 
имеем 


насти = — 2 ajtsin (t+ Bo) + => = Cos (3 Зв) (4.28) 
и, следовательно, его общее решение запишется как 
ш = а, C08 (1 + Bi) — Sade sim (¢ + Bo) + ay a cos (3¢ + 380). (4.29) 


Подставляя теперь выражения для Ug и и, из (4.20) и (4.29) соот- 
ветственно в разложение (4.12), для общего решения’ уравне- 
ния (4.7) получаем следующее разложение первого порядка: 


и = 40 с0$ (t + ian В [a cos (¢ -+ В) — = sin (t ++ Bo) ++ 
+ 35 cos (3¢ + 38x) | + (4.30) 


где @%, Q,, Bo и В, — некоторые произвольные постоянные. Таким 
образом, начав с уравнения второго порядка, для которого ста- 
вятся два начальных условия, мы в конце концов получили 
четыре произвольные постоянные. Однако при этом оказывается, 
что постоянные Ay, а1, № и By связаны между собой и для их Ha- 
хождения будет вполне достаточно двух начальных условий (4.8). 
Действительно, подставляя разложение (4.30) в условия (4.8), 
получаем 


Хо = Ay COS Во + & (a cos Вл + 35 % COS 3B) +..., (4.31) 


ko = — iN By — 2 (a sin В +5 asin + a5 sin Зо) День 
(4.32) 


Перенося теперь в ‘соотношениях (4.31) и (4.32) все члены в одну 
сторону и приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых 
степенях &, или, что TO же самое, непосредственно приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях &, находим 

при =: 


№ = a, cos By, (4.33) 
F % = —a, sin Во; (4.34) 
при et: 
а! cos В! = — a5 a5 cos 3B, (4.35) 
а; sin В: = — 34 ао Sin Во — a sin Зво- (4.36) 


Возводя (4.33) и (4.34) в квадрат и складывая, имеем 
2 + £5 = 5 COS By + a} sin” Во = a5, 
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ао = (23 + 52). (4.37) 


Аналогичным образом из (4.33) и (4.34) можно найти и вели- 
чину Во 


В = — arcsin |_|} Gin? pay = arccos—>—*, > + “ay (4.38) 
Далее, из (4.35)—(4.36) получаем 
а, = A a} [cos? Зо - 9 (sin ЗВо + 4 sin во), (4.39) 
. 3а3 (4 sin Во + sin 3 Г 430053 
P= о В — arecos (— BM). (4.40) 


Таким образом, вычислив постоянные a, и В, по формулам (4.37)— 
(4.38), постоянные а; и В, можно найти по формулам (4.39) — (4.40). 
Возвращаясь вновь к разложению (4.30), заметим, что 


A cos (Е + Во) + ва, cos (Ё- By) = 
= a, cos t cos В, — a sin t sin By + ea, cos t cos By— 
— ea, sin ¢ sin В: = (a) cos By + ea, cos В1) cos t — 
— (a sin By + ea, sin By) sin ¢ = acostcos В — 


—asintsin В = acos (t + В), (4.41) 
acos В = a, cos By + га, cos Ви, (4.42) 
где 
asin В = ay sin By + га, sin В.. (4.43) 
При этом из (4.42), (4.43) следует, что 
% =а-[О (=), В =В-ТО(). (4.44) 


Воспользовавшись соотношениями (4.41) и (4.44), перепишем (4.30) 
в виде 


и асоз (1-Е Ве [-— 5 + O(Pesint-+-B О + 


+ gy [a +0 (e)}*cos [3t + 38 + 0 (+ 
откуда 
и=асо$ (# + В) + газ [пе + 35 008 (3 + 38) | -+ 
(4.45) 


Отметим, что это решение может быть получено непосредственно 
из уравнений (4.16) и (4.19) следующим образом. Выбирая реше- 


ние (4.16) в виде 
Uy = acos (t + В), (4.46) 
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перепишем уравнение (4.19) как 
ity + uy = — 43 cos? ( + В) = — Tye cos ( В) — 


— La cos (3 + 38). (4.47) 


Далее, при исследовании уравнения (4.47) ограничимся лишь 
нахождением его частного решения, т.е. представим решение 
этого уравнения в виде 


uy, = —— at sin (t В) + 3542 оз (3 -- 38). — (4.48) 


Подставив теперь выражения для Uy и и из (4.46) и (4.48) в (4.12), 
сразу получим разложение (4.45). Итак, при решении задач 
подобного типа существуют две возможности. В одном случае при 
нахождении членов заданного порядка в них можно включать 
соответствующее однородное решение, считая появляющиеся при 
этом произвольные постоянные не зависящими от г. При другом 
подходе решения соответствующих однородных уравнений не 
Учитываются в членах всех порядков, за исключением первого, 
но при этом произвольные постоянные считаются функциями от в. 
В этой книге мы будем пользоваться в основном вторым из опи- 
санных здесь способов. 

Возвращаясь вновь к разложению (4.45), находим, что в пер- 
вом приближении искомое решение записывается как 


и = асо$ (t+ В), 
а первая поправка к этому решению есть 


— 3 вы sin (t+ ) + 5 8 с0з(34 + 38). 


Отметим, что поправочный член будет мал, как это и предпола- 
гается заранее, только тогда, когда произведение = мало по 
сравнению с единицей. В случае если величина et имеет порядок 
О (1), то член, относительно которого предполагается, что он 
должен быть малой поправкой, оказывается того же порядка, 
что и главный член разложения. Если ‘же = > О (1), то наша 
«малая поправка» может оказаться даже больше главного члена 
разложения. Поэтому прямое разложение (4.45) будет применимо 
только для таких времен #, при которых = < О (1), т.е. для 
{<0(='). Таким образом, можно утверждать, что подобные 
разложения являются неравномерными по t, поскольку при боль- 
ших временах # их справедливость явно нарушается, и они ока- 
зываются непригодными для использования — именно поэтому 
мы будем называть такие разложения «медленными» разложениями. 
Причина непригодности прямого разложения (4.45) заключается 
в наличии члена Ё sin (Ё + В), т. е. произведения алгебранческой 
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(линейной) и тригонометрической функций. В астрономической 
литературе такие члены принято называть вековыми, или секу- 
лярными 1), членами. Этим названием мы обязаны тому обстоя- 
тельству, что в астрономических приложениях величина = ока- 
зывается обычно крайне малой, так что произведение ef начинает 
играть заметную роль в расчетах лишь по истечении очень боль- 
шого промежутка времени, например порядка столетия. Итак, 
для того, чтобы данное разложение было равномерно пригодным 
по t, в нем должны отсутствовать секулярные слагаемые. С тем 
чтобы выяснить, откуда же берутся такого рода члены, в следую- 
щем параграфе мы построим и исследуем точное решение нашей 
задачи, а в дальнейших параграфах опишем методы, позволяю- 
щие избежать появления секулярных членов и, следовательно, 
дающие возможность получать равномерно пригодные разло- 
жения. 
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Уравнение (4.7) относится к классу дифференциальных урав- 
нений второго порядка, у которых отсутствует первая производ- 
ная. Такие уравнения легко могут быть проинтегрированы под- 
становкой *) й = о, причем о рассматривается как новая неиз- 
вестная функция аргумента и. При этом имеем 


dy _ dv du do 


так что уравнение (4.7) приобретает вид | 
of +u-+eu®=0. (4.50) 
Разделяя переменные, получаем 
udu = —(u + виз) du, (4.51) 
что после интегрирования дает 
1 1 1 
и=в— (e+ рам) = в — Flu), - (4.52) 


где A — постоянная интегрирования. Так как о = i, TO вели- 
1 
чина —- vu? оказывается пропорциональной кинетической энергии 


системы, а поскольку сумма и + eu? определяет собой восстанав- 
ливающую силу, то выражение 


F(u)= f ute) du=tt + et 


1) От французского слова siécle — век, столетие. 
2) Здесь более существенно то, что ¢ входнт в (4.7) только через и. — 
Прим. ред. 
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оказывается пропорцциоальным потенциальной энергии, и, сле- 
довательно, величина Ah будет определять собой полную энергию 
нашей системы. При данном A соотношение (4.52) представляет 
собой некоторый интеграл исходного уравнения в плоскости и, 
называемой фазовой плоскостью. Этот интеграл можно исполь- 
зовать для описания качественных характеристик движения 
системы. 

Прежде чем приступить к построению на фазовой плоскости 
отдельных интегральных кривых, проанализируем характер кри- 
вой F (и), представленной на рис. 4.1. При = > 0 функция F (и) 
имеет одну стационарную точку, а именно и = 0, которая соот- 
ветствует минимуму функции Р (и). С другой стороны, при e <0 
у функции F (и) кроме и = 0 появляются стационарные точки 
вида и = +|e|'/: первая из них соответствует минимуму 
Е (и), в то время как две другие — максимуму F (и). Три гори- 
зонтальные линии, показанные на рис. 4.1, отвечают различным 
значениям A. Из соотношения (4.52) также следует, что 


v=+y 2[h— Fu)”. (4.53) 


Таким образом, действительные значения 9, а следовательно, 
и реальные движения системы будут иметь место тогда и только 
тогда, когда A > F (и). Кроме того, эти движения будут сим- 
метричными относительно оси и. Наконец, поскольку й = v, 
то при возрастании ¢ мы будем двигаться вдоль интегральной 
кривой в отрицательном направлении, т. е. обходя ее по часовой 
стрелке. 

В случае = >0 реальные движения имеют место только при 
й = № =0. Если h = ho, то интегральная кривая вырождается 
в точку, которая в этом случае называется центром. Если же 
A > №, то данная интегральная кривая будет представлять собой 
замкнутую траекторию, соответствующую периодическому дви- 
жению системы. Таким образом, в указанной ситуации все воз- 
можные движения системы являются периодическими. 

В случае = <0 реальные движения существуют при всех 
значениях h. Из рис. 4.1, 6 видно, что при hk = №, интегральная 
кривая состоит из начала координат, т. е. центра, и двух траек- 
торий с ветвями, обращенными вправо и влево. При A = hy ин- 
тегральная кривая состоит из двух траекторий, проходящих 
через точки и = |e|'?, о=0 ии = —|=|!2, v=0, которые 
в этом случае называются седловыми точками (на рис. они обо- 
значены буквой $5) и соответствуют максимумам функции F (и). 
При этом сами траектории, проходящие через седловые точки, 
обычно называют сепаратрисами. При h < № соответствующая 
интегральная кривая состоит из двух отдельных траекторий, 
обращенных ветвями влево и вправо. Наконец, при № <A < № 
интегральная кривая состоит из трех отдельных траекторий — 
замкнутой кривой, охватывающей начало координат, и двух 
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F(u) 


Puc. 4.1. Фазовая плоскость для уравнения Дюффинга: а) e> 0; 6) е< 0. 


ветвей, открытых влево и вправо, т.е. обращенных вершинами 
к началу координат. Таким образом, периодические движения 
существуют только при hy <h < ®,, а также при условии, что 
начальные данные ограничивают движение системы замкнутой 
ветвью соответствующей интегральной кривой. 

Обратимся теперь к интегрированию соотношения (4.52). 
Используя начальные условия (4.8) и вспоминая, что 9 =й, 
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из (4.52) получаем 


откуда 

hot +9 et. (4.54) 
Поскольку о = й, то из (4.52) также следует, что 

а (28-м ам)", (4.55) 


где знаки плюс и минус соответствуют движениям выше и ниже 
оси и. После разделения переменных в (4.55) находим 


и. 
(2 — м —- =) 


причем интегрирование (4.56) дает 


и 
du 
ete (4.57) 
и (ии рам) 


Используем теперь полученное решение для исследования 
периодических движений нашей системы. Из рис. 4.1 ясно, что 
любая замкнутая траектория (соответствующая периодическому 
движению системы) пересекает ось и в двух точках, координаты 
которых обозначим через и = —ж и и = х соответственно. 
Подставляя значения и = +X% иу=й =0 B (4.54), получаем 


dt = + (4.56) 


в=- +, 


откуда 
2h — it — + eu! = xh + exh — м — eu! = 
1 
= (8—4) (1+ 94-27). (4.58) 
При этом (4.57) переписывается в виде 


‚= | du z 
(аи) (1+ peg+ ew)” 


Xo 


(4.59) 


Этот интеграл может быть приведен к стандартной эллиптической 
форме с помощью подстановки 


и = —x, cos 0. (4.60) 
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Из (4.60) имеем du = x, sin 0460; кроме того, точки и = +ж 
соответствуют значениям 9, = 0, л. Таким образом, (4.59) можно 


представить как 
6 


dé 
t=+ , 
(1 +52 +9806)" 
или к 
р № 
= —— =, 4. 
: “ут Ут Bait) 
где 
ea 
™=F( ten) (4.62) 


Так как все замкнутые траектории симметричны относительно 
оси и, то время, необходимое системе для ее перемещения из 
точки и = —xX,) в точку и = + хо, составляет половину периода Т. 
Тогда из (4.61) следует, что 


x 
2 40 
Т—— |. 4.63 
у! V1l—msin?6 ( ) 
Поскольку величина интеграла в (4.63) одинакова как для про- 
межутка (0, ==], так и для промежутка [+ |, фор- 
мулу (4.63) можно представить в виде 


а 
4 49 
= lex | УГ тив ° ыы 


Интеграл в (4.64) называется полным эллиптическим интегралом 
первого рода — значения его (как функции параметра т) под- 
робно протабулированы. Зависимость величины Т от exe пред- 
ставлена в табл. 4.1. Из этой таблицы, так же как из формулы 


(4.64), видно, что период Т зависит от exe и, следовательно, яв- 
ляется функцией нелинейности системы. Поскольку угловая 
частота ® равна 2л/Т, то ясно, что она также будет зависеть от 
степени нелинейности системы. Именно в этом кроется объясне- 
ние того факта, почему построенное нами прямое разложение 
оказывается несостоятельным — ведь в соответствии с видом 
разложения (4.45) угловая частота системы должна равняться 
единице независимо от характера ее нелинейности. Это дает 
возможность предположить, что всякое равномерно пригодное 
разложение должно учитывать зависимость угловой частоты от 
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Таблица 4.1 


Точные значения пернода Т для пернодических движений, 
описываемых уравнением Дюффинга 


т 
0 0.02 0.04 0:06 0.08 0.10 
[2 0 0.042 0.087 0.136 0.190 0.25 
T 6.283 6.187 6.088 5.986 5.879 5.767 


Таблица 4.2 
Зависимость отношения 7,/T от величины параметра ex? 


exp 0 0.042 0.087 0.136 0.190 0.25 
T 1.000 1.0004 1.002 1.004 1.007 1.013 


степени нелинейности системы. Самым ранним по времени под- 
ходом, учитывающим это обстоятельство, явилась так назы- 
ваемая методика Линдштедта_Пуанкаре, которая будет рас- 
смотрена нами в следующем параграфе. Отметим также, что 
из формулы (4.62) при малом = следует малость величины т. 
Тогда, разлагая в ряд подынтегральное выражение в (4.64) и 
интегрируя почленно, имеем 


1 1 
=2л (1 — => exo + ...) (1 +e ext + ...), 
откуда для двучленного приближения Т. получаем 


T, = 2n(1—-j ex). (4.65) 
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Таблина 4.2 показывает, что приближение Т. оказывается весьма 
близким к точному значению Т: так, например, при exp = 0,25 
ошибка составляет всего 1,3 %. 


4.3. Методика Линдштедта—Пуанкаре 


Как уже отмечалось в предыдущем параграфе, нарушение при- 
годности прямого разложения связано с тем, что с его помощью 
невозможно описать зависимость частоты системы от степени 
ее нелинейности. Таким образом, можно заранее утверждать, что 
любое разложение, не учитывающее эту зависимость,. окажется 
несостоятельным. В настоящее время, однако, разработан целый 
ряд методов, позволяющих получать для подобного рода задач 
равномерно пригодные разложения. Некоторые из этих методов 
мы обсудим в данной главе, начав прежде всего с рассмотрения 
методики Л\индштедта—Пуанкаре. 

Для того чтобы выявить зависимость частоты от степени не- 
линейности системы, введем частоту непосредственно в диффе- 
ренциальное уравнение (4.7). С этой целью воспользуемся пре- 
образованием 

t= ol, (4.66) 


где © есть некоторая постоянная величина, определяемая только 
значениями параметра =. Тогда, переходя от аргумента { к новой 
независимой переменной т и используя правило дифференциро- 
вания сложной функции, получаем 
а dtd а dz ‚ @ 
= => — — = 0 — 
dt’ dt? dt? 


B результате чего уравнение (4.7) перепишется в виде | 
ou" + и + eu* = 0, (4.67) 


где штрихи означают дифференцирование по переменной т. Отме- 
тим, что фактическая частота системы ® теперь явно входит в ис- 
ходное уравнение; правда, величины ий li в остаются пока не 
определенными. Будем искать их в виде разложений по степе, 
HAM в, т.е. положим 


и = Uy (t) + ги, (t) + -.., (4.68) 
o=1+e0,+---- (4.69) 


При этом первый член разложения для w представляет собой ча- 
стоту линейной системы, которая в нашем случае равна единице. 
Далее, исходя из требования, что разложение для функции и 
должно быть равномерным при всех т, в процессе вычислений 
можно определить все последующие поправки к частоте линейной 
системы. . : 
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Так, подстановка (4.68) и (4.69) в (4.67). дает 
(1 еб + +++) (Mo + eur + +++) wo + eur + 
e+ 6 (Wo + eu + +++) =0, 
откуда после выполнения всех необходимых действий имеем 
мо + Dewey + eur + +++ шо fet + ++ peut =O, , 
или 
My + шо + в (м -- ш + up + Qe) +++» =0. = (4.70) 


Приравнивая нулю коэффициенты при = и et, получаем 
y 


р ш + ш=0, (4.71) 
Hy + uy = — up — 20. (4.72) 

Общее решение уравнения (4.71) дается формулой | 
и =: а соз (т + В), (4.73) 


где a и р — некоторые произвольные постоянные. При этом 
уравнение (4.72) переписывается как 


uy + uy = — 28 с03° (5 + В) + 2ua cos (t +), 


‘или 


uy + uy = (20a — a") cos(t + В) — 4-4? cos (3t + 38). (4.74) 


Частное решение уравнения (4.74) (см. формулы (Б. 69) и (Б. 76)) 
можно представить в виде | 


и: = + (аа — +3) tsin(t-+ В) + ee? cos (3t + 38). (4.75) 


Отметим, что данное частное решение для и! содержит секуляр- 
ный член, который делает разложение неравномерным. В то же 
время, если исходить из требования равномерности искомого 
разложения для и, мы не должны допустить появления членов 
подобного рода в соответствующих выражениях для Uy, Из, Из 
и т. д. В противоположность методике построения прямого раз- 
ложения (4.45), при которой эти члены не могли быть уничто- 
жены (исключая случай а = 0, который приводил к тривиаль- 
ному решению и = 0), в данном случае мы можем подобрать 
параметр @, таким образом, чтобы исключить соответствующий 
секулярный член. С этой целью положим коэффициент при нем 
равным нулю, т.е. примем | 


Qua — Fa? = 0; (4.76) 
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при этом частное решение (4.75) приобретает вид 
| и, = yy cos (3t + 3B). (4.77) 


Если исключить тривиальный случай а = 0, то условие (4.76) 
удовлетворяется при 
в; = at. (4.78) 

Отметим также, что для получения условия (4.76), позволяю- 
щего исключить секулярный член из выражения для из, нам 
вовсе нет необходимости строить в явном виде соответствующее 
частное решение, как это, например, делалось выше. Вместо этого 
мы можем, исходя из вида неоднородности в правой части (4.74), 
которая собственно и определяет характер функции и:, просто 
положить равным нулю коэффициент при cos (т + В), поскольку 
именно это слагаемое ответственно за появление секулярного 
члена в ил. 

Подстановка (4.73) и (4.77) в (4.68) дает 


u = acos(t +B) + yea? 05 (3% + 38) +... — (4.79) 


Подставляя теперь значение w, из (4.78) в разложение (4.69), 
имеем 


ии (4.80) 
Поскольку т = wt, то разложение (4.79) можно переписать в виде 
u=acos [( +=) 1+8] + 

+ у ea? cos [3 (1 + eat) t+ 3p] + .--. (4.81) 


Таким образом, разложение (4.81) будет равномерным разложе- 
нием первого порядка, поскольку секулярные члены в нем от- 
сутствуют, а поправка (т. е. член, пропорциональный =) оказы- 
вается малой по сравнению с главным членом разложения. 

Сравним теперь период колебаний, получаемый с помощью 
методики Линдштедта—Пуанкаре, с приближенным выраже- 
нием (4.65), полученным в предыдущем параграфе путем разло- 
жения в ряд подынтегральной функции в точном решении задачи. 
Поскольку точка и =. —ж представляет собой пересечение замк- 
нутой траектории с осью x, то при й = —ж имеем й = 0. Исполь- 
зуя эти соотношения в качестве начальных условий для раз- 
ложения (4.81), получаем 


— x) = acos B + 35 s-ea8 cos 3B + ++ (4.82) 
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откуда следует, что а’ = ж, поскольку В = 0 из условия й (0) = 
= 0. При этом разложение (4. na приобретает вид 
o=l4+ 24 + 
и поскольку Т. = 2л/ю, то, следовательно, 
3 ral 3 

Та = 2n (1 + 8+ ...) = 2n (1 — + ex) forse, (4.83) 
что оказывается в полном соответствии с формулой (4.65). 
4.4. Метод перенормировки | 


Вместо того чтобы вводить преобразование (4.66) в исходное 
дифференциальное уравнение и строить новое разложение, как 
это делалось в предыдущем параграфе (согласно методике Линд- 
штедта—Пуанкаре), попытаемся теперь ввести это преобразование 
непосредственно в прямое разложение (4.45). При этом из 
(4.66) и (4.69) имеем 


t=ot = (1-- г, |...) 1т=т(1 — em -| +...) =т— 20“ 4 ..., 
(4.84) 
так что разложение (4.45) переписывается в виде 


u=acos(t +B — гам +...) + 
+ ea [ue вот + +--+) + sin(t-+ В — eayt -| +++) -+ 
+ 35 C08 (3t + 3B — Seat + ---)] + ---. (4.85) 
Разлагая косинусы и синусы в ряды Тейлора, получаем 
cos (t + В — ют + +++) = 
= cos (т + В) + вот sin (t В) + -.., (4.86a) 
sin (т + B — ew,t + ---) = 
= sin (t + В) — ew,t cos (т В) + ..., (4.866) 
cos (3t + ЗВ — Зет +--+) = 
= cos (3t + 38) + 3ea,7 sin (38t + ЗВ) + ..: (4.868) 
Используя эти разложения, можно представить (4. 45) в виде 


и=асо$ (т -- В) = [(aa =) tsin(t +8) + 
+ yy @cos(3e + 38)] + .^*. (4.87) 


В противоположность методу построения прямого разложе- 
ния, при котором не имелось возможности избавиться от секуляр- 
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ного члена, если только не положить а = 0 (что соответствовало бы 
тривиальному решению), мы ввели в разложение (4.87) новый 
параметр ,, который можно выбрать таким образом, чтобы не 
допустить появления секулярных членов. Так, полагая равным 
нулю коэффициент при секулярном члене в (4.87), имеем 


ва — Sa = 0, (4.88) 


в результате чего (4.87) переходит в разложение 
u=acos(t-+ В) + gy ea? cos (3 -+ ЗВ) .... (4.89) 


Исключая из рассмотрения тривиальный случай а = 0, мы полу- 


чаем, что условие (4.88) удовлетворяется при w, = +a, в пол- 


ном соответствии с значением (4.78), полученным по методу Линд- 
штедта—Пуанкаре. Сравнивая разложения (4.89) и (4.79), легко 
видеть, что они тождественны, т. е. данный метод позволяет полу- 
чить то же самое разложение, что и методика Линдштедта—Пуан- 
каре. Описанный подход, при котором неравномерное прямое 
разложение (4.45) преобразуется в равномерное в результате 
непосредственной подстановки в него преобразования (4.66) 
и (4.69), называют методом перенормировки. 
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Обратимся вновь к равномерному разложению (4.81), полу- 
ченному с помощью методики Линдштедта—Пуанкаре, и пере- 
пишем его в виде 


u=acos(t-+6 + ela) + зу ea° cos (3¢-+ 38 + -getat) +... 


(4.90) 


Из разложения (4.90) видно, что мы не можем разделить функ- 
циональную зависимость и от f H г, поскольку функция и зависит 
не только от этих аргументов в отдельности, но и от произве- 
дения et. Таким образом, вместо зависимости и = и (Ё е) можно 


писать и = u(t, et; =). Обращаясь теперь в разложении (4.90) 


к членам более высокого порядка, легко видеть, что функция и 
помимо прямой зависимости от {и = должна зависеть и от комбина- 


ций вида et, et, 83 .... Это означает, что можно записать 
и (Е =) = A(t, et, et, 834 ...; г), 
или 
и (Е г) =@ (Ть, Ty, Ть, Ts, ...; &)s (4.91) 


где аргументы 7, определяются следующим образом: 
То =t, Ty = et, Т, = et, Т, = 2%.... (4.92) 
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Отметим, что так как = является малым параметром, то Be- 


личины Т, представляют собой разные временные масштабы 
исходной задачи. Например, если = = 1/60, то изменения в мас- 
штабе Ту могут быть охарактеризованы движением секундной 
стрелки часов, изменения в масштабе 7, определяются движением 
их минутной стрелки, а изменения в масштабе T, связаны уже 
с движением часовой стрелки. При этом, поскольку зависимость и 
от фи = проявляется в различных масштабах времени, попытаемся 
проследить за поведением функции и на разных временных шка- 
лах. 

Таким образом, вместо того, чтобы рассматривать и как функ- 
цию аргумента Ё, мы будем определять ее как функцию пере- 
менных То, Ть, To, ... С этой целью перейдем в исходном урав- 
нении (4.7) от независимой переменной #Ё к переменным To, Ть, 


T., .... Используя правило дифференцирования сложной функции, 
получаем 
а д д д 
= ttmt tat (4.93) 
@ a a a д 
ат = эт + ora, +8 (2 won +a) spree. (4.94) 


При этом уравнение (4.7) принимает вид 


ди ди д?и ди | 
ag + argent © М а (498) 


Отметим, что в данном случае обыкновенное дифференциальное 
уравнение (4.7) мы заменяем уравнением в частных производных 
и тем самым, казалось бы, еще более усложняем задачу. Однако 
практика использования данного метода показывает, что преиму- 
щества подобного подхода оказываются гораздо более существен- 
ными. При этом, как будет видно из последующих глав, данный 
метод позволяет не только строить искомое равномерное разло- 
жение, но и описывать разнообразные явления нелинейного ре- 
зонанса, возникающие в исследуемой системе. 

Будем искать приближенное решение уравнения (4.95) в виде 


и=ш (To, ТЬТь ...) + ги (Tor Ть Ть ...) +... (4.96) 


Подстановка этого разложения в (4.95) дает 


Ou ди. Ou, 3 _ 
a Be офи 97 
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Приравнивая нулю соответствующие коэффициенты при =? и #1, 
имеем 
Oty . 
— +u=0, 4.98 
are + 0 ( ) 


Ou, Ou, 
эт a Ни = — 2 т.д — Ш (4.99) 


Общее решение уравнения (4.98) может быть представлено в виде 
ш = a (Ти, To, ...) cos [Ty + В (Ть, To, ...) 1. (4.100) 


Отметим, что в данном случае а и В оказываются не постоянными 
величинами, а функциями ` медленных масштабов Ту, Ть, ..., 
поскольку Ug представляет собой функцию То, Ty, То, ..., а ее 
производные в (4.98) берутся по переменной Ту. На данной сту- 
пени аппроксимации функциональная зависимость а и Вот Т\, Т,,... 
нам не известна и определяется на последующих этапах путем 
исключения секулярных членов. 
Подставляя теперь в 100) в (4. 99), получаем 


= ти = — ат, Fy а 08 (To + B)] — 2 cos* (To В) = 
= 2 sin (To + В) 2a Fr cos (To + 6) — 


— 2 a eos (To +B) — 4-28 c0s (37 + 38), 
ИЛИ 


р и 2-м 7 sim(To +B) + (аж. — -a*) cos (To +B) — 


—-1 acos(37o -+ 38). (4.101) 


Неоднородность в правой части уравнения (4.101) служит источ- 
ником секулярных членов для функции и1. В случае же равномер- 
ного разложения подобного рода члены должны отсутствовать. 
Этого можно добиться, приравняв нулю коэффициенты при 
sin (То + В) и cos (То + В) в правой части (4.101), в результате 
чего получаем 


да 
эт. = 0, (4.102) 
| 24 —i¢=0. (4.103) 
При этом частное решение уравнения (4.101) принимает вид 
и, = ae cos (3T» + 38). (4.104) 
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Решение уравнения (4.102) есть функция а =а(Ть, Та, ...). 
- Тогда при а 520 (4.103) можно переписать в виде уравнения 


решением которого будет функция 


в= Зет, +By (Ts Ty ...) (4.105) 


Подставляя выражения для Up и Uy из (4.100) и (4.104) в разло- 
жение (4.96), получаем 


u = асоз (То +B) + ae 208 cos (37> + 38) + +++. (4.106) 


Подставляя теперь выражение для В из (4.105) в (4.106) и вспо- 
миная, что а =а (То, Ts, ...), находим 


и=а(Т» Ts, ...)cos [To pF Tet (Ts, Ть.. -) + Bo (Tas Ть...)|+ 


+ gy ea® (Ts, Tay...) CoS [37 + Ti? (To, Ts, ...)+ 


+ 3Bo(T Ts, ...)| toes ` (4.107) 


Если в разложении (4.107) ограничиться только выписанными 
членами, то в рамках принятой точности функции а и В, можно 
считать постоянными. Действительно, 


a(Ts, Ts, ...)=a(e%, e%, ..)= 
=a(0, 0, ve) + Ret 4 oo =a + 00%), 
— В» Ть...) Ве м...) = 


= (0, 0, ...) + Pret 4 +++ = +0(e%); 


поэтому, заменяя a и В в (4.107) постоянными величинами а 
и Во, мы имеем ' 


u= @ оз (То +g Tad? + By) + 


+ gp ed cos (37+ 3 7,4? + 3h) +0(e%), (4.108) 
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или, после возвращения к исходной переменной &, 
и— @соз (1 +p eta? + By) 4 


+ gy ed cos (3+ = ed® + %) +0 (e%), (4.109) 


что полностью согласуется с разложением (4.90), полученным 
с помощью методики Линдштедта—Пуанкаре или по методу пере- 
нормировки. 

Анализ формулы (4.109) показывает, что ошибка в ней будет 
иметь порядок О (1) и, следовательно, окажется порядка первого 
члена, если { = О (=). Таким образом, для значений # > О (=?) 
разложение (4.109) становится непригодным. Если же t = О (=), 
то ошибка будет иметь порядок €, т. е. окажется порядка второго 
члена разложения, и, следовательно, разложение, пригодное при 
t = O (=!'), должно включать в себя только первый член. Итак, 
для всех моментов времени вплоть до времен порядка =! 


и= djcos (1 + peta? + в) + O(). (4.110) 


Это означает, что для того, чтобы построить равномерное разло- 
жение первого порядка, мы должны, не решая самого уравнения 
для Uy, исключить из него члены, служащие источником секуляр- 
ных слагаемых, найдя тем самым только зависимость ш от 7). 
Подобным же образом при построении равномерно пригодного 
разложения первого порядка по методике Линдштедта—Пуанкаре 
или же с помощью метода перенормировки мы лишь исключали 
секулярные члены из уравнения для и! и тем самым определяли 
поправку @,. Точно так же при построении высших приближений 
мы полагаем 
N-1 


u= Уи, (То, Tr, ---, Ty) + O(e%), (4.111) 


n=0 
т. е. если мы ищем разложение N-ro порядка, TO должны учиты- 
вать масштабы To, Tj, ..., Тм, но не включать при этом в рас- 
смотрение член порядка eV. 

В заключение этого параграфа обратимся к рассмотрению дру- 
гой формы решений для уравнений соответствующих приближе- 
ний, представив, в частности, решение уравнения (4.98) в комп- 
лексной форме. С этой целью воспользуемся формулой `(А.22) 


cos 0 = ze” 4.67%) ь 
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и перепишем решение (4.100) в виде 


j Е : | . 
up = ale! (TotB) 4g НТВ | = ве + ae ЕСТЬ +В 
— | В tT. 1 _ip —it, 
= ere +a aes 
или 
iTo An—iTo 
и = Ae’? + Ae > (4.112) 
где А и A — комплексно-сопряженные величины и 
1 iB 
A => ae’ . (4.113) 


При этом в случае разложения первого порядка мы считаем А 
функцией только переменной Т,. 
Подставляя (4.112) в ee (4.99), имеем 


Ou; ‚ OA eit —т iT > Apt T os 
om ta — 25 e +22 ке" — (Ae'T -- Ae). (4.114) 


Выполнив возведение в куб в последнем слагаемом правой части 
уравнения (4.114) и собирая коэффициенты при соответствующих 
экспонентах, получаем 


at +uy=— (2 + ЗА?) е ее (2 24 a, — 347A) ее — 


— Дет» — Are м ть, (4.115) 


Ясно, что источником секулярных членов в частном решении 
для и, служат именно слагаемые, пропорциональные exp (То) 
и exp (—То). Следовательно, для получения равномерно пригод- 
ного разложения мы должны приравнять нулю каждый из коэф- 
фициентов при этих экспонентах, т.е. положить 


FA 434A = 0, (4.116) 


2.27 _ 3724 = 0. (4.117) 


Отметим еще раз, что для получения равномерно пригодного раз- 
ложения первого порядка совершенно не обязательно решать 
уравнение для и, — для этого вполне достаточно исключить из 
уравнения (4.115) члены, порождающие в решении и; секулярные 
слагаемые. 

Сравнение (4.116) и (4.117) показывает, что эти уравнения, 
поскольку они комплексно сопряжены между собой, не являются 
независимыми. Следовательно, если удовлетворяется одно из 
них, то другое будет выполняться автоматически. Для удобства 
анализа уравнения (4.116) подставим в него величину А из (4.113), 
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При этом получим 


-/ 1 da ив 1. Op csp a op 4 ip _ 
2 (are +7 4 ore \4+3-$e ‘ze =0, 


да_ „в Op „гв 3 3,18 
те az e +a ee” =0, 
или 
‚ да op 3 з_ 
г, arr te = 0, (4.118) 


Напомним теперь, что комплексное выражение равно нулю тогда 
и только тогда, когда равны нулю его вещественная и мнимая 
части. Поскольку а и В действительны, то, приравнивая нулю 
вещественную и мнимую части равенства (4.118), имеем 


да 
эт, = =0, (4.119) 


af _ta=0, (4.120) 
что полностью совпадает с соотношениями (4.102) и (4.103), полу- 
ченными выше для случая, когда решение представлялось в дей- 
ствительном виде. Сравнение вещественного и комплексного под- 
ходов показывает, что комплексное представление решений соот- 
ветствующих уравнений оказывается более удобным. Именно 
таким представлением мы будем часто пользоваться при даль- 
нейшем изложении. 


4.6. Вариация произвольных постоянных 
В случае = = 0 решение уравнения (4.7) может быть представ- 


лено в виде 
и =acos (t+ В), (4.121) 


где а и В — некоторые произвольные постоянные. Кроме того, 
из (4.121) следует, что 

й = —asin (t + В). (4.122) 
В случае e 520 мы будем предполагать, что решение уравне- 
ния (4.7) также описывается формулой (4.121), но при этом ве- 
личины аи В являются функциями времени {. Иными словами, 
мы рассматриваем формулу (4.121) как заданное преобразование 
переменной и (1) к переменным a (ft) и В (0. Именно поэтому дан- 
ный подход обычно называют методом вариации произвольных 
постоянных. Развивая эту идею, укажем,`что в данном случае мы 
имеем два уравнения, а именно уравнения (4.7) и (4.121) для трех 
неизвестных функций и (2), а (t) и В (1), и, следовательно, можем 
наложить на эти функции еще одно дополнительное условие 
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(т.е. ввести третье уравнение, их связывающее). Это условие 
может быть в достаточной степени произвольным, но обязательно 
независимым от (4.7) и (4.121). Подобный произвол можно с успе- 
хом использовать для получения простого и удобного преобра- 
зования. С этой целью из всех возможных условий выберем ус- 
ловие (4.122), предположив тем самым, что функции и и й имеют 
тот же самый вид, что и для линейного случая. В результате мы 
приходим к системе ‘уравнений уже не второго, а первого порядка 
относительно неизвестных функций а (1) и В (ft). 

Действительно, дифференцируя соотношение (4.121) по ¢ 
и учитывая, что а и В также являются функциями времени &, 


о й = —asin(t +) + dcos(t + В) — aBsin(¢ +). (4.123) 
Сравнивая (4.123) с (4.122), можно заметить, что 
450$ (# +) — af sin(t +6) =0. (4.124) 
Дальнейшее дифференцирование (4.122) no ¢ дает 
й = —acos(t +) — 451 ({-- В) — ав соз (#-- В). (4.125) 


Подставляя выражения для и ий из (4.121) и (4.125) в уравне- 
ние (4.7), находим | 
а sin (t + В) + aB cos (¢ + В) = га? соз? (¢ + В). (4.126) 
Соотношения (4.124) и (4.126) представляют собой систему 
двух. дифференциальных уравнений первого порядка относительно 
4 иВ. Эти уравнения можно еще более упростить, если умножить 
первое из них Ha cos (# + В), второе — на sin (¢ + В) и резуль- 
тат сложить; при этом, с учетом формулы (A.1), получаем 


4 = ea п (f+ В) cos? (t+ В). | (4.127) 

Исключая теперь с помощью (4.127) величину 4 из уравнения 
(4.124), находим у 

В = 24? с03* (¢ + В), (4.128) 


если, конечно; а 52 0. Таким образом, исходное дифференциаль- 
ное уравнение второго порядка (4.7) относительно функции и (1) 
мы заменили двумя уравнениями первого порядка (4.127) и (4.128) 
относительно функций а (1) и В (1. Подчеркнем также, что при 
выводе этих уравнений мы Ве пользовались никакими дополни- 
тельными предположениями. 

Из сравнения преобразованных уравнений (4.127) и (4.128) 
с исходным уравнением (4.7) видно, что нелинейность преобра- 
зованных уравнений оказывается более резко выраженной. При 
этом, естественно, возникает вопрос, какова же ценность подоб- 
ного преобразования. Ответ на этот вопрос зависит от величины 
параметра е. Так, если = мало, то, как показано на рис. 4.2, глав- 
ные части а и В меняются в зависимости от # медленнее, чем ис- 
ходная функция и. Этот факт может быть с успехом использо- 
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т времени ¢ при а (0) = 1.5, В (0) = 
0.0: 


ван как при аналитическом решении, так и при численных pac- 
четах. Аналитически он приводит к так называемому методу 
усреднения, подробно описываемому в следующем параграфе; ' 
при численном же анализе задачи исследование преобразованных 
уравнений также оказывается более удобным, поскольку для их 
решения можно выбрать существенно больший шаг интегриро- 
вания. По этой причине астрономы используют метод вариации 
произвольных постоянных для вывода уравнений, описывающих 
параметры орбит небесных тел, после чего приступают к числен- 
ному решению именно проварьированных, а не исходных урав- 
нений. При этом специалисты по небесной механике называют 
обычно подобный подход собственно «методом возмущений». 


4.7. Метод усреднения 


Воспользовавшись тригонометрическими тождествами 
sing cos*@ = + sin 2ф -b + sin 49, 
cos! = s+ 4 cos 2p += cos 49, 

перепишем уравнения (4.127) и (4.128) в виде 
а=- ea (2sin 2p + sin 4q), (4.129) 
b= ea" (3 + 4cos 2p + cos 49), (4.130) 
где положено ф = t+ В. Так как —1 <sinng< lu —l< 
<cosnp < 1, то для любого ограниченного а получаем 4 = 


= О (=) и В = (=). Таким образом, при ‘достаточно малом = 
главные части а и В оказываются медленно меняющимися функ- 
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циями времени (рис. 4.2). Это означает, что на интервале времени 
длиной л они изменяются весьма незначительно и, следовательно, 
в первом приближении на этом интервале их можно считать по- 
стоянными. 

Усредняя по интервалу [0, л] левые и правые части уравне- 
ний (4.129) и & 130), имеем 


л 


1 1. 
(аа = ее | 0*(2зш2ф + sin 4) dt, (4.131) 
0 0 
д я 
[В = ее [ 23+ 4с0520 + с0549) dt. — (4.132) 
0 0 


Поскольку a и В на интервале интегрирования [0, л] считаются 
постоянными, то величины а, 4 иВв формулах (4.131) и (4.132) 
можно вынести за знак интеграла, в результате чего получаем 


л 
a= < ea? | (2 т 2p + sin 49) dt, (4.133) 
0 


л 
bm миди | (40829 + 008 4g) dt. (4.134) 


Заменим теперь переменную и tna p=t+B; 
тогда при условии постоянства В на [0, x], dp = dt и соотно- 
шения (4.133) и (4.134) перепишутся в виде 
1 лв 
a == gy 20° | (2 sin 29 -} sin 49) dp = 
В 


+B 
= вк = (cos 2p + cos 49) | =0, (4.135) 
B 
a) were 
B= 8 20° + =~ ea? J (cos 29 |- cos 4$) dp = 
8 
+в 
= в + -в ea? (2sin 29 +--+ sin 49) |- a. (4.136) 


Описанная выше техника усреднения называется обычно мето- 
дом Ван-дер-Поля или методом Крылова— Боголюбова. 
Из соотношения (4.135) следует, что 


а = a = const; (4.137) 


Упражнения 143 


далее, из (4.136) имеем 


В 50 + Bo» (4.138) 


где В, — некоторая постоянная. Подставляя найденные значе- 
ния аи Вв (4.121), в первом приближении получаем 


u=aycos | (1 и + Bo], (4.139) 


что полностью соответствует решениям, полученным по методике 
Линдштедта—Пуанкаре, методу перенормировки и методу MHO- 
гих масштабов. 

В заключение этого параграфа отметим, что соотношения (4.135) 
и (4.136) можно получить и без выполнения процедуры уередне- 
ния. В самом деле, правые части уравнений (4.129) и (4.130) 
представляют собой линейные комбинации быстро и медленно 
меняющихся членов. При этом в первом приближении величина A 
в (4.129) определяется (равными нулю) медленно меняющимися 
членами в правой части этого равенства. Точно так же величина В 
в (4.130) в первом приближении определяется медленно меняю- 
щимися членами правой части, которые в свою очередь оказы- 


3 
ваются равными -5- га*. 


Упражнення 2 
4.1. Используя метод перенормировки, преобразовать следующие разложения 
в равномерно пригодные: 


а) и (t; г) = асоз (Wot + 8) + газ sin (Wot + 8) 4- О (2%); 
6) w(t; г) = acos (Wot + 8) + e [ at sin (wot + 0) + 

+ (1 — a?) at cos (wot -+ 8)] + О (2%). 

4.2. Рассмотреть уравнение 


i пои _ en — (e< 1). 


а) Построить двучленное прямое разложение решения и исследовать его 
равномерность. 

6) С помощью метода перенормировки сделать это’ разложение равномерио 
пригодным. 

в) Построить равномерно пригодное разложение первого порядка с помощью 
методики Линдштедта—Пуаикаре. 

г) Используя метод многих масштабов, построить равномерно пригодиое 
разложение первого порядка. 

д) Используя метод усреднения, построить равномерно пригодное разло- 
жение первого порядка. 
4.3. Рассмотреть уравнение 


a+ 4u+ ги? = 0. 


а) Построить двучленное прямое разложение решения и исследовать его 
равномерность. 

6) помощью метода перенормировки сделать это разложение равномерно 
пригодным, 
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в) Построить равномерно пригодное разложение первого порядка с по- 
мощью методикн Линдштедта—Пуанкаре.- 

г) Используя метод многих масштабов, построить равномерно пригодное 
разложение первого порядка. 

д) Используя метод усреднения, построить равномерно пригодное разло- 
жение первого порядка. 
4.4. Рассмотреть уравнение 


= wu 
ст За 


а) Построить двучленное прямое разложение решения и исследовать его 
равномерность. 

6) С помощью метода перенормировки сделать это разложение равномерно 
пригодным. 

в) Построить равномерно пригодное разложение первого порядка с по- 
мощью методики Линдштедта—Пуанкаре. 

г) Используя метод многих масштабов, построить равномерно пригодное 
разложение первого порядка. 

д) Используя метод усреднения, построить равномерно пригодное Baslo- 
жение первого порядка. 
4.5. Рассмотреть уравнение 


i -+ оби = 28 (e<1). 


а) Построить двучленное прямое разложение и обсудить вопрос о его рав- 
номерности. 

6) С помощью метода перенормировки сделать это разложение равномерно 
пригодным. 

в) Постронть равномерно пригодное разложение первого порядка с помощью 
методики Линдштедта—Пуанкаре. 

г) Используя метод многих масштабов, построить равномерно пригодное 
разложение первого порядка. 

д) Используя метод усреднения, построить равномерно пригодное разло- 
жение первого порядка, используя метод усреднения. 
4.6. Движение математического маятника описывается уравнением 


— sit = 0. 
9+} sin @ 0 


а) Разложить решение при малых 8, сохранив кубические члены. 

6) Построить равномерно пригодное разложение первого порядка при 
малых, но конечных 0. j 
4,7. Рассмотреть уравнение 1 ~ 


6 = Q? sin 9соз0— sin 6. 


а) Разложить решение при малых 8, сохранив в разложении квадратичные 
члены. 

6) Построить равномерно пригодное разложение первого порядка при ма- 
лых, но конечных 0 
4.8. Движение точечной массы, перемещающейся по вращающейся параболе, 
описывается уравнением 


(1 - 4p?x?) + Ax + 4p?2?x = 0, 


где ри Л — некоторые константы. Построить равномерно пригодное разлд- 
жение первого порядка при малых, но конечных x, 
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4.9. Рассмотреть уравнение 


и? дз 2 g и 
(пи) ария ++ eno. 


а) Разложить решение. при .малых и, сохранив кубические члены. 

6) Построить равномерно пригодное разложение первого порядка при 
малых, но конечных и. 
4.10. Рассмотреть уравнение 


(Р-- 2 — 21 cos 0) 6-1 rl sin 062 + gi sin 0 = 0, 


где g, [и г— постоянные величины. Разложить при малых 8, сохранив Ky- 
бические члены. Построить равномерно пригодное разложение первого порядка 
при малых, но конечных 0 

4.11. Рассмотреть уравнение 


(> P+ =) 642062 + дг0 соз@ = 0, 


где г, [и в — постоянные величины. Построить равномерно пригодное раз- 
ложение первого порядка при малых, но конечных 8 
4.12. Рассмотреть уравнение 


me + bx (x2 4 12) 1? [ее +9 ] = 0. 


Построить равномерно пригодное разложение первого порядка при малых, 
но конечных х. 

4.13. Разложить в ряд подынтегральное выражение в (4.64), сохраняя члены 
порядка О (т?), и и при этом puree 


(1 4+—-m tam | “ 
“Tie + wr 
Представить Tg как функцию т в виде 


TY) = on Ут (1+ pm pepe pe ) 


и как функцию хо в виде 
TP = 2n(1— ex} be 2 + к 


Показать, что ти) представляет собой более точное разложение, чем T?), 
сравнив их с протабулированным точным решением (4.64). Обратить внима- 
ние, что Т(!) можно получить из 7(2) с помощью преобразования Эйлера т = 
ex? 
==’. которое часто расширяет область пригодности асимптотического 


ряда, 


Глава 5 


ЛИНЕЙНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР С ЗАТУХАНИЕМ 


В отличие от предыдущей главы, в которой рассматривались 
консервативные системы, в этой главе мы рассмотрим системы 
с затуханием. Для того чтобы свести к минимуму математические 
выкладки, займемся исследованием простейшего уравнения для 
системы с затуханием, а именно уравнения, описывающего сво- 
бодные колебания частицы с массой т, связанной с жесткой опорой 
посредством пружины с коэффициентом упругости Ё и успокои- 
теля колебаний с коэффициентом затухания p (рис. 5.1). Урав- 
нение, описывающее поведение такой системы, может быть за- 
писано следующим образом: 


du* du* 


При этом в случае отсутствия затухания угловая частота коле- 
баний нашей системы будет равна 5 = У А/т. 
Как и ранее, введем безразмерные переменные 
= и ии’, 


где из — некоторый характеристический масштаб длины, в ка- 
честве которого можно выбрать, например, начальное смещение 
частицы. Тогда уравнение (5.1) приобретает вид 


i+ 2ей + и=0, | (5.2) 
где параметр = = -ыи km представляет собой меру отношения 
демпфирующего усилия к упругой возвращающей силе пружины, 


u(t) 
-#e> 


Zi 


Puc, 5.1. Масса, связанная с пружиной и демпфером, 
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а точки означают дифференцирование по времени. В данной главе 
мы будем строить общее решение уравнения (5.2) при малых а. 

Начнем, как и раньше, с построения прямого разложения, 
после чего обсудим вопрос о его неравномерности. В $5.2 для 
выявления источника этой неравномерности мы исследуем точ- 
ное решение нашей задачи. Далее, в $ 5.3 мы продемонстрируем, 
что использование обычной методики Линдштедта—Пуанкаре 
для описываемой системы приводит к тривиальному решению. 
В $5.4 покажем, как с помощью метода многих масштабов 
можно получить равномерно пригодное разложение решения. 
Наконец, в § 5.5 для построёния равномерно пригодного первого 
приближения используем метод усреднения. 


5.1. Прямое разложение 


Будем искать разложение второго порядка в виде следующего 
ряда по степеням 2: 
и (t; г) = ш (t) + eu; (0) + 2, (ft) + +. (5.3) 
Подстановка (5.3) в уравнение (5.2) дает 
йо ей, + в,йз + +++ + 29 (йо + elt; + O7lty + +++) 
+ Uy + ety + Og + +++ = 0. 
Группируя члены с одинаковыми степенями e@, имеем 
ily -{- ty + © (iy “+ ty +206) +e (ily + ty +26) + +++ =O, 


откуда, приравнивая нулю коэффициенты при соответствующих 
степенях ве, получаем уравнения 


РТ) + и = 0, 7 (5.4) 
ii, + uy = — 2p, 6.5) 
fi, ри, = — Qty, (5.6) 


из которых последовательно могут быть найдены функции Up, 
Uy и Ug. ‘ 
Общее решение уравнения (5.4) может быть записано как 


ш = acos (t + В), (5.7) 


где аи В — некоторые постоянные. Тогда уравнение (5.5) пере- 
писывается в виде 


iy + и: = 2a sin (¢ + В). (5.8) 
При этом, как отмечалось в $ 4.1, если для выполнения соответ- 
ствующих начальных условий предположить, что а и В являются 
функциями от г, то нет необходимости искать решение соответ- 


ствующего (5.8) однородного уравнения. В связи с этим функцию и, 
мы представим в виде только одного частного решения. Из фор- 
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My (Б.81) и (Б.82) приложения Б следует, что решение (5.8) 
можно записать как 


u, = —at cos (t + В). (5.9) 
Подстановка этого выражения для и! в уравнение (5.6) дает 
lig + ug = 2a cos (Е + В) — 2at sin (Е + В). (5.10) 


Используя операторный ‘метод, метод вариации произвольных 
постоянных или метод неопределенных коэффициентов, можно 
построить частное решение уравнения (5.10) следующего вида 
(см. формулы (Б.69) и (Б.76) приложения Б): 


и, = + ав cos (t -+ В) + ат (¢ +B). (5.11) 


Подставляя теперь полученные выражения для Up, Uy И Ug 
из формул (5.7), (5.9) и (5.11) соответственно в уравнение (5.3), 
находим 

u=acos(t -+ В) — eal cos (# +B) -+ 


+ 7 а cos(t +B) + fsin(t +B) +--+. (5.12) 


Полученное прямое, или «медленное», разложение оказывается 
непригодным при # > О (=) из-за наличия в нем секулярных 
членов. Отметим также, что по мере повышения порядка эти 
секулярные члены становятся все более сложными. Так, в первом 
приближении секулярный член зависит от { линейно, тогда как 
второе приближение содержит уже квадратичный секулярный 
член. Выполнив разложение до п-го порядка, мы найдем, что 
соответствующее п-е приближение будет содержать секулярный 
член, в который входит множитель #. Перейдем теперь к иссле- 
дованию точного решения и попытаемся выяснить причину появ- 
ления подобных членов. 


5.2. Точное решение 


Для того чтобы установить причину неравномерности полу- 
ченного прямого разложения и разработать методы получения 
равномерно пригодных разложений, обратимся к точному решению 
уравнения (5.2). Поскольку это уравнение представляет собой 
линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффи- 
циентами, то оно допускает решения вида 


и = сехр (At), (5.13) 


гдеси A — некоторые, вообще говоря, комплексные постоянные. 
Подстановка (5.13) в уравнение (5.2) дает 


(42 + 2е^ + 1) cexp (At) = 0, 
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откуда, поскольку нас интересуют только нетривиальные решения, 


№2 +1=0, (5.14) 
ИЛИ 
= ежу 1. (5.15) 


Отметим, что в случае = < 1 формулу (5.15) удобно представить 
в виде 


А= беж иИГ— =. (5.16) 


Таким образом, общее решение уравнения (5.2) может быть за- 
писано как 


и = слехр [— et +i 1 — =] +c, exp [-— et —{УТ-— et].(5.17) 


Поскольку нас интересуют только действительные решения, по- 
стоянная с, должьа быть комплексно-сопряженной с c,. Для того 
чтобы записать решение (5.17) через тригонометрические функции, 
представим величины с; и с» в форме 


= + aexp (iB), a= --аехр (— ip), 


где аи В — вещественные постоянные. Тогда решение (5.17) при- 
обретает вид 


u=ae* соз (y 1 — et +8). (5.18) 


Для Toro чтобы выяснить причину неравномерности прямого 
разложения, разложим выражение (5.18) при малых е, найдем 
первые три члена этого разложения и сравним полученный' ре- 
зультат с прямым разложением (5.12), полученным непосредст- 
венно из исходного дьфференциального уравнения. С этой целью 
разложим отдельно входящие в точное решение экспоненту и ко- 
синус. Tak, применяя формулу Тейлора, получаем 

co 


a 1 КУ: \’ 
С ad ИВР pee = WS (as). 6.19) 


n=0 
Прежде чем раскладывать в ряд тригонометрический' косинус, 


воспользуемся биномиальной формулой и представим входящий 
в него корень в виде 


УТ = (1-2) =1-— 


CHER, 
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При этом 
cos (7/1 — et + В) =cos [t+p—te%— te + vee] = 


= cos(t +B)cos (0% + yet + ++) ip 


+ sin(t В (+ et + > 1 opt. .), 


но поскольку 


1 1 es 1620 
cos6 = 1 — 5, 84+ 5+... = ыы a (5.21) 
n= 
И 
г (—1 (art genet gen 
sin§ = 6 — + = 6 +e т --. у (2n — “ait › (5.22) 


то, с точностью до членов порядка О (e*), имеем 


cos (УТ et В) = cos(t В) [1 == (pert ...):] ais 
+ sin (t + B) [5-54 +pette] единая 


= (1 — Pett?) cos(t +) + (+e +3 ett) sin (f+ +... 
и, следовательно, 


cos (УГ et + B) = cos (t + В) + ем sin (¢ +B) + 


+z ett sin (t +) — Pcos(t + B)}-+ ++. (5.23) 


Ддя того чтобы иметь возможность сравнивать с разложением 
(5.12), нам нужно разложить выражение (5.18) с точностью до 
членов порядка О (23). Подставляя разложения (5.19) и (5.23) 
для экспоненты и косинуса в формулу (5.18) и сохраняя в ней 
члены до второго порядка включительно, находим 


и—а (1 тей ++) [cos (t+) -+ еше +В) +--+] =. 
= ас0$ (Е + В) — eat cos (t +B) + 
+-Е ав соз (Е + В) ising +B +. (6.24) 
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Точное 


Рис. 5.2, Аппроксимация экспоненциальной функции с помощью конечного 
числа членов ряда Тейлора. 


в полном соответствии с разложением (5.12), полученным непо- 
средственно ьз исходного дифференциального уравнения. 

При построении прямого разложения нам пришлось раскла- 
дывать экспоненту по формуле (5.19) и тригонометрический коси- 
нус по формуле (5.23). Используя для ряда (5.19) признак Далам- 
бера, имеем 


5 -й член + (—et)" (n—1)! - —et 
lim —7 Член ———_—~ = lim — = 0. 
n-sco (П — 1)-й член пью п! (— 81)" n-00 


Таким образом, ряд (5.19) сходится для всех значений ef. Однако, 
как показывает рис. 5.2, функция exp (—21) не может быть равно- 
мерно аппроксимирована с помощью конечного числа членов ряда 
при всех значениях ef. Следовательно, любая процедура разло- 
жения, основанная на идее аппроксимации функции exp (—=1) ко- 
нечным числом членов степенного ряда, заранее обречена на не- 
удачу при достаточно больших t. 

В процессе разложения косинуса нам пришлось иметь дело 
с тремя разложениями (5.20) — (5.22). Применяя признак Далам- 
бера к ряду (5.20), имеем 


п-й член 


lim. (@—1)-A член — 


р. 


И С eee 
ip Ee пе ВИ 


waco) Pa) 


22? (2n — 1) ga 
212 >“ 


= lim 


N+ 


Следовательно, ряд сходится для всех &, удовлетворяющих усло- 
Вию =? < 1. Это означает, что разложение (5.20) будет равномер- 
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но пригодным при достаточно малых г. Используя теперь признак 
Даламбера для ряда (5.21), находим 


п-й член ы (—1)"62" (2n — 2)! — На —& 
(n—1)-H член ль» (Qn)! (—1)”" 1 627-2 пе 2% (21 — 1) 


= 0. 


Таким образом, ряд (5.21) сходится при всех значениях 6. Однако 
pic. 5.3 показывает, что функцкю cos 6 нельзя равномерно аппрок- 
семировать конечным числом членов ряда (5.21) для любых зна- 
чений 6. Аналогичным образом можно показать, что функцию 
sin 6 также нельзя равномерно аппроксимировать конечной сум- 
мой членов соответствующего ряда. Тем самым любое разложе- 
ние, основанное на аппроксимации функций cos 6 и sin 6 конечным 
отрезком степенного ряда, может оказаться непригодным при до- 
статочно больших значениях 6. 

В заключение отметим, что несостоятельность прямого раз- 
ложения при больших { обусловлена именно разложением функ- 
ций exp (—4) и cos (УТ — =?#-|- В) в ряды по степеням параметра 
в. При этом в соответствии с формой прямого разложения (5.23) 
частота колебаний системы должна равняться единице незави- 
симо от степени затухания. Фактически же наличие затухания 
изменяет частоту от значения, равного 1, до значения УТ — 27. 
Следовательно, любая процедура разложения, не учитывающая 
зависимость частоты колебаний системы от величины параметра 
&, окажется несостоятельной при больших значениях {. Перейдем 
теперь к рассмотрению методики Линдштедта—Пуанкаре, кото- 
рая, как мы покажем в следующем параграфе, может приводить 
к тривиальному решению. 


cos e¢ 


Рис. 5.3. Аппроксимация косинуса с помощью конечного числа членов ряда 
Тейлора. ‘ 
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5.3. Методика Линдштедта—Пуанкаре 


_Для учета того обстоятельства, что частота колебаний является 
функцией параметра e, введем новую переменную т = wt, в ре- 
зультате чего уравнение (5.2) перейдет в уравнение 


ou" + 2eou' 4 и =0, (5.25) 


где штрихи означают дифференцирование по т. Далее, разложим 
uM @ B ряды по степеням г, т. е. примем, что 


и = Ug (т) + гм, (т) + =, (п) -.., (5.26) 

= 1 + ew, + eo, -+.... (5.27) 

Заметим, что первый член в разложении (5.27) равен единице — 
он определяет -собой частоту колебаний невозмущенной системы, 


или частоту свободных колебаний. Подстановка разложений (5.26) 
и (5.27) в уравнение (5.25) дает 


(1-Е em + 2’ + -- (аш 4 --...) + 
+ 2е (1+ ec; 22 +...) (My + ему + 2% foe) + 
tuo + ett 5 7p - +++ =0. 


Учитывая малость ё и собирая члены с одинаковыми STENCH AME =, 
имеем 


Uy + | Hy | 20 -- Quo} -|- 
te? [42 | шо + оо -|- оо + Зо -+ Logo -- Qui] + ++ = 
Приравнивая теперь нулю коэффициенты при последовательных 


степенях &, можно получить следующие уравнения для определе- 
ния функций Uy, Uy и Ug: 


Up 4- ш=0, (5.28) 
ш -|- ш = — Зоо — Quo, (5.29) 
Uy + из = — 20540 — wg — ош — 2 — uj. (5.30) 
Общее решенке уравнения (5.28) может быть записано в виде 
Ug = acos(t +), (5. 31) 


где аи В — некоторые постоянные. Тогда уравнение (5.29) при- 
нимает вид 


и; + uy = ав cos (с + В) -}- 2а п (t -+ В). (5.32) 


Для того чтобы исключить секулярные члены из частного 
решения для функции Uy, нам необходимо избавиться от правой 
части уравнения (5.32). При произвольном т это условие может 
быть выполнено, если потребовать, чтобы каждый из коэффициен- 
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тов при sin (т + В) и cos (т + В) обращался в нуль независимо 
друг от друга, т. е. чтобы 


2am, =О0иа= 0. (5.33) 
При этом (5.32) принимает вид 
5 uty =0. (5.34) 


Charnes (5.33) нельзя удовлетворить одновременно, если 
только a 5 0. Если же а = 0, то, согласно формуле (5.31), up = 
=, и тогда, если не учитывать решение соответствующего одно- 
родного уравнения, имеем и; = 0. Далее, подставляя Up = и: = 
= Ов уравнение (5.30), получаем для и» уравнение вида 


uz + из =0, (5.35) 


частным решением которого также является функция из = 0. 
Итак, мы в конце концов приходим к тривиальному решению. 

Если бы мы воспользовались решением однородного уравне- 
ния (5.34), то это решение можно было бы представить в виде 


Uy = a, cos (t + В), (5.36) 


где a, и By — произвольные постоянные. При этом уравнение 
(5.35) заменилось бы уравнением 


из - из = ела! cos (т + Br) + 2a sin (x -+ В), (5.37) 


для которого условие отсутствия секулярных членов в свою оче- 
редь привело бы к требованию а, = 0. Тем самым мы опять при- 
шли бы к тривиальному решению. 

Приведенное рассуждение показывает, что применение мето- 
дики Линдштедта-—Пуанкаре для нашей задачи в любом случае 
дает только тривиальное решение. Аналогичным образом, лишь 
тривиальное решение получается и при использовании метода 
перенормировки. Причина того, почему с помощью этих методов 
оказывается невозможным построить равномерно пригодное не- 
тривиальное разложение решения, заключается в том, что в про- 
цессе вычислений мы все время исходим из утверждения, что 
равномерное решение должно иметь постоянную амплитуду, как 
это следует, например, из формулы (5.31). Но поскольку из вида 
точного решения (5.18) ясно, что амплитуда исходной задачи опи- 
сывается выражением аехр (—=1), то единственно возможным 
равномерно пригодным решением с постоянной амплитудой 
будет то, которое достигается по истечении произвольно большого 
промежутка времени, т.е. при достижении стационарного со- 
стояния. Таким образом, можно сделать вывод, что хотя методика 
Линдштедта—Пуанкаре и метод перенормировки оказываются 
достаточно эффективными при построении периодических решений, 
они не позволяют описывать переходные характеристики систем 
с затуханием. 
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В данном примере указанный недостаток методики Линд- 
штедта—Пуанкаре и метода перенормировки можно устранить, 
допустив, что величины ®„ могут быть комплексными. Для того 
чтобы проиллюстрировать эту идею, представим решение урав- 
нения (5.28) в комплексной форме 


Up = Де“ Де“, , (5.38) 


где А — некоторая комплексная постоянная. Тогда уравнение 
(5.29) примет вид 


uy + a = 2 (в — i) Де" +(x. с.), (5.39) 


где сокращение (к. с.) использовано для обозначения комплексно- 
сопряженного слагаемого. Исключая из (5.39) члены, которые 
приводят к появлению секулярных слагаемых, мы приходим 
к выводу, что ®; == 7, причем уравнение (5.39) в этом случае сво- 
дится к уравнению (5.34), решением которого будет и; = 0. Под- 
становка найденных значений що, и: и и» в уравнение (5.30) дает 


Uz + из = (Qo + 1) Ae" + (к. с.). (5.40) 
Условие отсутствия секулярных членов приводит к требованию 
0, = os в результате чего мы вновь получаем и, = 0. Таким 
образом, 

те = (тете +...) (5.41) 


и= Аежр [1 (1+ #—--е+... +. с.) = 
== Аехр (—et) exp (1 -= =) t] + (кс) ees. (5.42) 


1 ь ' 
Полагая теперь А =-- a exp (if), где а и В — действительные 
числа, можно переписать разложение (5.42) в виде 


u=ae~* cos [ (1—5 =) #+В+..:], (5.43) 


что находится в полном соответствии с точным решением (5.18), 
в котором учитываются члены до второго порядка включительно. 

Следует отметить, что успех применения описанной модифика- 
ции метода Линдштедта—Пуанкаре является чисто случайным. 
Фактически же подобная модифицированная методика, как по- 
казано в $ 6.2, может приводить к совершенно ошибочным резуль- 
татам. 
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5.4. Метод многих масштабов 


Воспользовавшись разложением (5.20), перепишем (5.18) 
в виде 


u=ae cos(t + P—p et — pet +--+). (5.44) 


Отсюда ясно, что и (t; ©) = u(t, et, =? e8f, ...), и поэтому для 
решения данной задачи вполне может быть использован метод 
многих масштабов. Для нахождения разложения второго порядка 
нам необходимы только три масштаба Ту = t, Т, = &и T, = 224. 
Тогда, согласно правилу дифференцирования сложной функции, 
производные по времени преобразуются в соответствии с форму- 
лами (4.93) и (4.94). Однако в данном случае для упрощения формы 
записи мы будем писать 


=D -- eD, + eD, +--+, (5.45a) 


gr = (Do-+ eDy + 0, + +++ = Dh + 2eDDi+ 


+ = (260» + 01) + ..., (5.456) 
где 
р. =. (5.46) 


При этом уравнение (5.2) принимает вид 


[Dj + 2ерьр + &” (2DpD2 +- Di) +... и 
+ 2e(Dy + г), + &D, + ++:)u+u=0. (5.47) 
Таким образом, исходная задача для обыкновенного дифферен- 
циального уравнения vey перешла в задачу для уравнения в част- 
ных производных (5.47 


Будем искать решение уравнения (5.47) в виде ряда по степе- 
ням в, т.е. 


u = uy (То, Ть, T2) + eu (То, Tr, T2) + =? (To, Tr, Та) +... 
(5.48) 


- Подставляя (5.48) в уравнение (5.47) и группируя члены с одина- 
ковыми степенями &, имеем 


Diplo + шо + в [Ditty + ш + 2Р.Ош + 2Dotto] + 
+= [Dolls + из + 2DpDotty + Ditty + ЗБоРиш + 
+ 2Dou, + 2Dy4p] +--+ = 0. (5.49) 
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Приравнивая теперь коэффициенты при последовательных сте- 
пенях =, получаем 

Ditto + Uo = 0, (5.50) 

Ditty + ш = — WDoD — Wyo, (5.51) 

Пзиз + из = — Ошо — Ditto — 2DoDit) — 2Буш — Бо. (5.52) 


Как указывалось в $ 4.5, решение уравнения (5.50) удобнее 
представить в комплексной форме 


= А(Ть, Tae? + А(Ть Те“. (5.53) 
Тогда уравнение (5.51) переписывается в виде 
Ditty -+ tt) =— РА А)е"° -|- (к. с.), (5.54) 


где комплексно-сопряженное слагаемое в данном случае будет 
равно 2i(D,A + А) exp (—То). 

Требование отсутствия секулярных членов в выражении для 
U, приводит к условию, чтобы каждый из коэффициентов при 
exp (ЕТо) и exp (—Ть) независимо друг от друга равнялся нулю. 
Обращение в нуль коэффициента при exp (#Ть) дает 


DA+A=0. (5.55) 


Это же условие для коэффициента при exp (—i7T)) приводит к со- 
отношению, комплексно-сопряженномус (5.55), и, следовательно, 
не содержит никаких дополнительных ограничений, поскольку 
если равенство (5.55) удовлетворяется, то комплексно-сопряжен- 
ное с ним будет удовлетворяться автоматически. С учетом (5.55) 
уравнение (5.54) переписывается в виде 


Буи + ш=0, (5.56) 


причем, согласно принятому нами ранее подходу, по которому 
решения соответствующих однородных уравнений не принимаются 
во внимание, за исключением уравнения для порядка =°, решение 
(5.56) запишется как 


u, = 0. (5.57) 
Решение уравнения (5.55) имеет вид 
A=B(T,)e""', (5.58) 


где постоянная интегрирования В (T,) (поскольку в уравнение 
(5.55) входит только производная по Т\) является функцией пере- 
менной Т›. Она определяется из условия отсутствия членов, по- 
рождающих секулярные слагаемые в задаче второго порядка, т. е. 
в задаче для функции Ue. 

Подставляя выражения для ш и и, в уравнение (5.52), полу- 
чаем 


Пу + ш = — (2И»А + DIA +. 2D, A)e"”* +(x. с.). (5.59). 
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Условие отсутствия секулярных членов в выражении для из при- 
водит к требованию обращения в нуль коэффициента приехр (iT), 
т.е. к соотношению 

2iD.A + DiA + 205: А = 0. (5.60) 


Подстановка выражения для А из (5.58) в уравнение (5.60) дает 
уравнение 


2iD,Be~™ — Ве": = 0, 


ИЛИ 
2iD,B — B = 0, ° (5.61) 
решением которого является функция 
В=се` 2) is | (5.62) 


где с — произвольная комплексная постоянная, поскольку В за- 
висит только от переменной То. 
Подставляя найденное выражение для В в формулу (5.58), на- 
Ходим 
Аве" CATs, (5.63) 
так что (5.53) приобретает вид 


ш = се ТЕН [To (1/2) Ts] + бе FHT 0 (1/2) 


1 : 
Представляя постоянную с в форме —- a exp (iB), перепишем 
выражение для шо в виде 


Ts gllTo—(1/2)T +B) 4 + —iLTo—(1/2)7 +B) __ 


ae~"'e 


ae~™ {eflTo—C1/2)Ts+8) eT | me. 


Е 1 
= ae~"* cos (Ty — 7+ В), 
или, после возвращения к исходной переменной #, 
Up = ae“ cos (: — +e 4. в) : (5.64) 


Подставляя теперь соответствующие выражения для шо и Uy из 
формул (5.64) и (5.57) в разложение (5.48), приходим окончательно 
к разложению 


u=ae* cos (# — et +B) +00), (5.65) 


которое уже является равномерным по Ё и полностью соответст- 
вует разложению (5.44) с точностью до членов порядка :*. Таким 
образом, в данном случае метод многих масштабов позволяет не 
‘только построить полное описание переходного процесса, но и 
найти приближенное выражение для частоты колебаний нашей 
системы. 
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5.5. Метод усреднения 


В случае = = 0 решение уравнения (5.2) может быть записано 
как 
u=acos(t + В), (5.66) 
где аи В — произвольные постоянные. При stom дифференци- 
рование (5.66) по ¢ дает ; 
a = —asin (t+ В). (5.67) 
В случае = ~ 0 мы также будем считать, что решение исходной 
задачи дается выражением (5.66) с условием (5.67), но при этом 
предполагается, что величины а и В зависят от времени. 
Поскольку a = a (й и В = В (1), то дифференцирование (5.66) 
по ¢ дает р . 5 
й = dcos(t + В) —a (1 + В) sin (¢ + В) = 
= —asin (t + В) + 4 cos (t+ В) — ав зт (t+ В). (5.68) 
Сравнивая соотношения (5.67) и (5.68), можно сделать вывод, что 
@ cos (t + В) — ав sin (# + В) = 0. (5.69) 
Дифференцирование (5.67) по ¢ дает 
й = —4 sin (¢ + В) —а(1 + В) cos (t + В). (5.70) 
Далее, подставляя (5.66), (5.67) и (5.70) в исходное уравнение (5.2), 
получаем 
—@ sin (t В) — а со$ (¢t + В) — af cos (t + В) — 
— 2ea sin (Е + В) + а соз (¢+ В) = 0, 


д sin (t + В) + afi cos (t + В) = —2easin (t+). (5.71) 
Умножая теперь равенства (5.69) и (5.71) соответственно на 
cos (# + В) u sin (# + В), складывая полученные результаты и учи- 
тывая, что sin? 0 +-cos? 0 = 1, находим 

4 = —2ea sin? (¢ + В) = —ea + га соз (21 + 28). (5.72) 
Подстановка (5.72) в соотношение (5.69) дает 

—2ea sin? (¢ + В) cos (Е + В) — ав зт (Е + В) =0. (5.73) 
Если а & 0, то из (5.73) следует, что 

8 = —2e sin (t + В) cos (# + В) = —e sin (22 + 28). (5.74) 

Kak уже отмечалось в § 4.6, при решении уравнений (5.72) и 
(5.74) в случае малых = мы можем воспользоваться двумя различ- 
ными подходами. С одной стороны, для построения первого при- 
ближения можно усреднить и и левые части уравнений (5.72) 


и (5.74) по промежутку [0, 2], ас другой — мы можем сохранить 
в этих уравнениях лишь медленно меняющиеся члены. Используя 


`или 
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второй из этих подходов, в качестве первого приближения полу- 
чаем : 


a = —ea, (5.75) 
6 = 0. | (5.76) 

Решениями уравнений (5.75), (5.76) являются функции 
а=ае "и В Во, (5.77) 


где а и В, — произвольные постоянные. Тогда из (5.66) следует, 
что 

и= ще“ cos (t + Во), (5.78) 
причем это выражение полностью соответствует (5.44) с точностью 
до членов порядка =. Поэтому первое приближение метода усред- 
нения хотя и позволяет определить переходные характеристики 
нашей системы, но не дает возможности найти поправки к ее ча- 
стоте, которые в данном случае имеют более высокий порядок, 
чем первый. Следовательно, для нахождения этих поправок необ- 
ходимо построить решения уравнений (5.72) и (5.74) с-точностью 
до членов более высокого порядка. Это можно осуществить, на- 
пример, с помощью обобщенного метода усреднения (см. $ 7.6). 


Упражнения 
5.1. Рас(мотреть уравнение 
й -- 2еци 4-u-+ а? =0 (2 < 1). 
Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить равномерно 
пригодное разложение первого порядка для функции и. 
5.2. Рассмотреть уравнение 
ь й + ди -{ 213 =0 (№1). 
Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить равномерно 
пригодное разложение первого порядка для функции и. 
5.3. Рассмотреть следующее уравнение: 
й + wu + 2ети?й + виз = 0. 
Показать, что в первом приближении- 
и = а со (wot + В) НО (e), 


и получить соответствующие уравнения для нахождения а и В с помощью ме- 
тода многих масштабов и метода усреднения. 

5.4. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить равно- 
мерно пригодное разложение первого порядка для общего решения уравнения 


# x 4 sin? 0 х 
8+ 020+ Faq — cosh 80 
при малых, HO конечных 0. 
5.5. Рассмотреть уравнение . 
а 2 й 
пи а = 0. 


п ить равномерно пригодное разложение первого порядка при малых и. 
5.6. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить равно- 
мерно пригодное разложение первого порядка для уравнения 


itu+tet®=—0 (&«1). 


Глава 6 


КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ С САМОВОЗБУЖДЕНИЕМ 


В отличие от предыдущей главы, в которой рассматривались 
системы с положительным затуханием, в этой главе мы займемся 
исследованием систем, обладающих отрицательным затуханием. 
А именно, мы рассмотрим системы с самовозбуждением, имеющие 
одну степень свободы. Такие системы описываются уравнениями 
типа 

mon 


+ ku* = "(и a) 6.1 
. (ut, So) oe, №) 
где и — dana положительный параметр, а функция /* поло- 
жительна при малых и*. 

С целью упрощения математических выкладок будем рассма- 
тривать уравнение следующего специального sees 


m Se + hut =p [1-0 (Se) | Se (6.2) 


с положительным ©. Это уравнение называется обычно ypaBHe- 
нием Рэлея. Как уже указывалось ранее, прежде чем приступить 
к анализу уравнения (6.2), необходимо привести его к безразмер- 
ному виду. С этой целью, выбрав в качестве исходных масштабов 
задачи некоторое характерное смещение Up и собственную частоту 
соответствующей линейной системы ©) = У k/m, введем следую- 
щие безразмерные переменные: 


u=u'/uy и t=t' V kim. 
Тогда уравнение (6.2) преобразуется к виду 


, auy ke 4) 
er on a a) а, (6.3) 
где = = p//km. Выбирая величину uj таким образом, чтобы 
аи = + т, можно записать уравнение (6.3) в стандартной 
форме 

а-и=е(#— is). (6.4) 


Дифференцируя уравнение (6.4) по времени, имеем 


ий =е(й — wi). (6.5) 
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Если положить й =, то (6.5) можно представить в виде 
6+u=e(1 — 92) 0. (6.6) 


Полученное уравнение обычно называется уравнением Ван-дер- 
Поля. 

В этой главе мы рассмотрим методы нахождения приближен- 
ных решений уравнения (6.4), а следовательно, и уравнения (6.6) 
при малых =. Начнем, как обычно, с построения прямого разло- 
жения решения, после чего обсудим вопрос о его равномерности. 
Далее мы покажем, что ни методика Линдштедта—Пуанкаре, ни 
метод перенормировки не позволяют построить описание пере- 
ходных режимов системы. В заключение покажем, что эти пере- 
ходные режимы могут быть описаны с помощью метода многих 
масштабов и метода усреднения. 


6.1. Прямое разложение 


Будем искать прямое разложение решения (6.4) в виде 
u(t; г) = ш (И + em (1) + ++, (6.7) 


ограничиваясь членами первого порядка малости по =. Подста- 
новка (6.7) в уравнение (6.4) дает 


lig -+ ей: +++ Е dy + ety +... = (tly + ety +...) — 
—- = fei +--+). (6.8) 


Используя биномиальную формулу для разложения кубического 
члена в (6.8) и сохраняя члены порядка =, находим 


lig + uo -{-8 (iti -ш) + +++ =e (top td) +... (6.9) 


Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях € в обеих 
частях (6.9) ведет к уравнениям 


йо + Ш = 0, (6.10) 
ay fy = thy — tb, (6.11) 


которые могут быть решены последовательно относительно Uy и Uy. 
Общее решение уравнения (6.10) можно представить в виде 


Uy = a cos (# + В), (6.12) 


где а и В — произвольные постоянные. Тогда (6.11) переходит 
в уравнение 


ii, + = —asin(t +B) +a sin®(¢ В). (6.13) 
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Используя тригонометрическую формулу (А.16) 
3: i 
sin? 0 =z sin 9.— sin 36, 
перепишем (6.13) как 
iy) tus (+= —1) asin (¢ +B) — zy a" sin (3¢ + 38). (6.14) 
Поскольку уравнение (6.14) линейно, то его частное решение мо- 
жет быть представлено как сумма двух частных решений следую- 


щих уравнений: 


af) 4 uf) = (на —1)asin(¢ + в (6.15) 


+ uf? = — a? sin + 38). (6.16) 


Частное решение первого из них (см. формулы (B.81) и (B.82) при- 
ложения Б) есть 


иен (1 — 4 4?) at cos (1 + В), (6.17) 
частное решение второго и (Б.68) и (Б.69)) — 
фаст = ЗБ т a® sin (3 + 38), (6.18) 


откуда 


1 
И частн = Usvacrn + ист = + (1 = 42) at с0$ (t+ В) + 


+6 1 asin (3¢ + ЗВ). (6.19) 


Как уже указывалосьв $ 4.1, в случае если a и В считаются 
функциями е, нам не нужно учитывать решение соответствующего 
однородного уравнения, так что решение уравнения (6.14) будет 
даваться именно формулой (6.19). Подставляя (6.12) и (6.19) в раз- 
ложение (6.7), получаем 


и—асоз (t+) + г [> (1 — =a") at cos (t + В) + 
+ 35 @ sin (3t + 3p)] +++. (6.20) 


Построеиное таким образом прямое разложение неравномерно 
при Е = О (=!), поскольку при этом поправочный член из-за при- 
сутствия в нем секулярного слагаемого оказывается по величине 
порядка первого члена разложения или даже больше его. Эта 
неравномерность хорошо иллюстрируется на рис. 6.1, где решение, 
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подсчитанное по формуле (6.20), сравнивается с решением, полу- 
ченным с помощью численного интегрирования уравнения (6.4). 
В начальные моменты времени прямое разложение решения и чис- 
ленное решение близки между собой. Однако по мере возрастания 
t аналитическое решение все более уходит от численного решения, 
которое приближается к некоторому периодическому решению 
с амплитудой, равной примерно 2 независимо от выбора началь- 
ных условий. Это периодическое решение, к которому стремится 
численное решение, называется предельным циклом. На рис. 6.2 
показан типичный ход численных решений на фазовой плоскости 
(плоскости uv, где о = й) для нескольких значений параметра = 
и различных начальных условий. При этом, когда г мало, предель- 
ный цикл имеет амплитуду, приблизительно равную 2, незави- 
симо от выбора начальных условий. 

Следует отметить, что секулярный член в.(6.20) пропадает, если 


(1 —7a)a=0. (6.21) 


Если исключить тривиальный случай а = 0, то соотношение 
(6.21) удовлетворяется при а = +2. При положительных по опре- 
делению амплитудах (а = 2) разложение (6.20) принимает вид 


u = 2 со (t +B) + 4p e sin (34 + 38) + ++. (6.22) 


6 


Puc. 6.1. Сравиение прямого линия @) с a решеыием (6) при и (0) = 
= 0.5, = биз= 0.1. 
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Рие. 6.2. Фазовые плоскости для уравнения Рэлея: а) г = 0.01; 6) г = 0.1; 
в) e= 1; г) e= 10.0. 


Поеледняя формула представляет собой периодическое решение, 


амплитуда которого, с точностью до малых первого порядка, 
равна 2, т.е. дает нам предельный цикл. 


6.2. Метод перенормировки 


В этом параграфе для преобразования разложения (6.20) ис- 
пользуем метод перенормировки. Так, полагая 


т = of = (1 гв, +...) Ь (6.23) 
имеем 
фт (1 го, +...) =т— гол +.... (6.24) 
Подстановка (6.24) в разложение (6.20) дает 
и=асо (т -- В — eat + ‹›.) + 
+e [+ (1 — асе + +++)cos(t + В — гал - +++) + 


+ ggatsin (3x + ЗВ — Beat +...) +... (6.25) 
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Используя разложения в ряды Тейлора вида (4.86), перепишем 
(6.25) как 


u = acos(t + В) + = (ват зп (t+ В) += (1 — 72) at cos (t+B) + 
+ gg @ sin (3t + 38) | bese (6.26) 


Если @, принимает действительные значения, то условие отсут- 
ствия секулярных членов в (6.26) приводьт к соотношениям 


oa = 0, (6.27) 
(1 =) а=0. (6.28) 


Так как в случае нетривиального решения a = 0, то из соотно- 
шений (6.27) и (6.28) следует, что wy = 0биа = 2. (Случай а = 
= —2 может быть отброшен, если считать амплитуду положи- 
тельной.) При этом из формулы (6.23) получаем, что т = ¢ + 
+ О (22), и (6.26) переходит в разложение 


и= 2cos(t + В) + sy esin (3 +- 38) + «=, (6.29) 


представляющее собой предельный цикл. 

Возникает вопрос, нельзя ли нам все же построить равно- 
мерно пригодное разложение, воспользовавшись введенным 
в $ 5.3 допущением о том, что W, могут принимать комплексные 
значения. Для ответа на этот вопрос представим разложение 
(6.26) в комплексной форме. С этой целью положим 


1 (мо —i0 ; i (9 _ pio 
cosO=—- (e+e) и sind = — 5 (ее) 
и перепишем разложение (6.26) в виде 
u=+ae ad 1 + of [> (1-4) - ic] ate! “+ — 


— mee Oh cep sees (6.30) 
Требование отсутствия секулярных членов в (6.30) дает 
o=—Fi(l -+ =), (6.31) 
и, следовательно, 
и = ae! +В (к.с) .... (6.32) 


При этом из (6.23) и (6.31) имеем 
тв (1-42): + .-., (6.33) 
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так что разложение (6.32) принимает вид 


и — уаехр{: -зе(1 —ч@)1+8+ гс... = 


— aexp [( — +a) t] exp [i(t+ B)] + (к. c) tees. 


Таким образом, окончательно получаем 
u=aexp[te а ¢ с0$ (Е + В) -|.... (6.34 
[2 4 


Из формулы (6.34) следует, что при f > co u > oo, если |а| < 2, 
ии — 0, если |a| > 2. Однако это неверно, поскольку из рис. 6.1 
ирис. 6.2 видно, что численные решения уравнения (6.4) стремятся 
к значению, приблизительно равному 2 независимо от начальных 
условий, а следовательно, и от величины а. Таким образом, пред- 
ложенный вариант методики Линдштедта—Пуанкаре и метода 
перенормировки, при котором допускаются комплексные значе- 
ния W,, может приводить к ошибочным результатам, как это и 
произошло в данном случае. В связи с этим следует избегать при- 
менения указанных методов для исследования решений, отличных 
от периодических. 


6.3. Метод многих масштабов 


Для того чтобы построить равномерно пригодное разложение 
первого порядка для решения уравнения (6.4) с помощью метода 
многих масштабов, введем масштабы Ту =Ёи Т, = et. При этом 
производные по времени преобразуются следующим образом: 


ioe 


4 , 
= еб! + ..., ая 


= 2% -{ 2eDD, +++, 


где D, = O/OT,, а уравнение (6.4) примет вид 
Diu + 2eDDiu + и=в [Dou ~+ (Ри) +.... (6.35) 


Будем искать решение уравнения (6.35) в форме 
и = № (To, Ty) + ги, (То, Т,) +.... (6.36) 


Подставляя разложение (6.36) в (6.35) и приравнивая коэффи- 
циенты при e° и =! в левой и правой частях, получаем 


Ditto + ш=0, (6.37) 
Ditty + ш = — 20% + Бы — (Риш. (6.38) 
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Как и ранее, общее решение уравнения (6.37) запишем в комплекс- 
ной форме 


Up = A(T,) e'7* + А(Т)е 9. (6.39) 
Тогда (6.38) приобретает вид 
Би + ш = — 2’ 4 "ее Аве — Авт" — 


= + (iAe'* — Дет", 
или 


Ри + ш = — i(2A° — A + APA) eT 4 2 iA%e™™ + (к. с.). (6.40) 


Требование отсутствия секулярных членов в решении для и, при- 
водит к соотношению 


2А' — А+ А?А=0. (6.41) 
Как и ранее, представим А в форме 
А=--ае®, (6.42) 


где аи В — действительные функции переменной 7,. При этом 
решение (6.39) приобретает вид 


ш= ae! (Tot B) ae! (To+B) 
или 
ш=асоз (То +f). (6.43) 


Подстановка (6.42) в увловие (6.41) дает 


ave? + ав’ 8 — ое + + a®e'® — 0. 


Опуская общий множитель exp (18) и отделяя вещественную и 
мнимую части, получаем 


; 1 1 
а =--а —= 2, (6.44) 


В" = 0. (6.45) 
Решение (6.45) имеет вид 
B = Во = const. (6.46) 


Уравнение же (6.44) представляет собой обыкновенное дифферен- 
циальное уравнение с разделяющимися переменными, поэтому 


д бы (6.47) 
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Разглагая правую часть (6.47) на простейшие дроби, находим 
24а da 


aT, = 4 ern (6.48) 
Интегрирование (6.48) дает 
T, + с =2 ша — ш|2 —а]| — ш (2 + а), 
или 
T, +c=In ея ; 
где с — произвольная постоянная. Отсюда 
“== PP nat, (6.49) 
Решая уравнение (6.49) относительно а*, получаем 
а — 4exp (et - с) 4 (6.50) 


1 + exp (ef + с) =TFexp(—ef—c) 


Подставляя выражения (6.46) и (6.50) в решение (6.43) и полагая 
T) = t, находим 


шее "2 cos(t + By) -... (6.51) 
Наконец, подстановка (6.51) в (6.36) дает нам следующее разло- 
жение первого порядка для общего решения уравнения (6.4): 


и=211 + exp(—et — с)!” соз (Е + By) + «++. (6.52) 
Используя начальные условия 


и (0) = а, й (0) =0, (6.53) 

из разложения (6.52) находим 
ay = 2[1 + 2] cos Bo, (6.54) 
O=—2[1 +e7°]-"” sinB, + Oe). (6.55) 


При этом из соотношения (6.55) имеем sin By = О (г), или By = 
= 0 --О (2), а из соотношения (6.54) 

=4[1-+е*]”". (6.56) 
Выражая отсюда ехр = находим 

eee 

ee = Z 1. (6.57) 
Таким образом, разложение (6.52) приобретает вид 


г в al (6.58) 


Из формулы (6.58) следует, что при t > со 
и > 2 05 Е НО (2) (6.59) 
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Рис. 6.3. Сравнение приближенного (a) H точного (6) решений при и (0) = 0.5, 
й (0) =Оие= 0.1. 


независимо от значения а, если, конечно, а = 0. Этот результат 
вполне соответствует характеру численных решений, представлен- 
ных на рис. 6.1 и рис. 6.3. Кроме того, из рис. 6.3 видно, что ре- 
зультаты расчетов по формуле (6.58) оказываются в хорошем соот- 
ветствии с численными решениями уравнения (6.4). 

Вместе с тем из формулы (6.58) ясно, что решение и нельзя 
представить в виде а cos (¢ + В), гдеа — экспоненциальная функ- 
ция времени. В то же время, согласно методике Линдштедта— 
Пуанкаре и методу перенормировки, даже если предположить 
@ комплексным, амплитуда а обязательно будет представлять со- 
бой экспоненциальную функцию. Это означает, что с помощью 
указанных методов невозможно построить хорошее приближение 
к решению исходной задачи. С другой стороны, метод многих 
масштабов, который сводит исходную задачу для обыкновенного 
дифференциального уравнения к системе уравнений в частных 
производных, допускает достаточно широкий произвол при вы- 
боре формы приближенного решения, что позволяет с помощью 
этого метода получать весьма удачные аппроксимации. 


6.4. Метод усреднения 


Как указывалось в $ 4.6 и 5.5, для того, чтобы применить метод 
усреднения к уравнению (6.4), нам необходимо воспользоваться 
идеей вариации произвольных постоянных и ввести преобразова- 


в и (Е =) = a(t) cos [t+ В (1], (6.60) 
a(t; e) = —a (é) sin [¢ +B (01. (6.61) 
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Как и ранее, дифференцируя (6.60) по #, получаем 
a = —a sin (t + В) + 4 соз (# + В) — ав sin (t+ В). (6.62) 
При этом из соотношений (6.61) и (6.62) следует, что 
a cos (# + В) — ав sin (t + В) = 0. (6.63) 
Дифференцирование (6.61) no ¢ дает 
ii = —a cos (t +- В) — asin (¢ + В) — ав cos (Ё + В). (6.64) 


Подставляя выражения (6.60), (6.61) и (6.64) в исходное уравне- 
ние (6.4), находим 


asin (#-- В) + ав соз (# +B) = ва эт (# + В) — ео sin’ (Ё + В). 


(6.65) 
Разрешая теперь (6.63) и (6.65) относительно 4 и В, получаем сле- 
дующие уравнения в вариациях: 


a=e [2 sin (t+) — a? sin? (¢ + 6) | sin(t+), (6.66) 
ap =e [а sin (¢ +B) — a? sin? (Е + 8) | cos(¢-+8). (6.67) 


Воспользовавшись известными тригонометрическими форму- 
лами 


sin? 0 = + — + cos 26, $1110 = + (cos 40 — 4cos 20 + 3), 
sin@ cos = п 20, sin® 0 cos 0 = = (2 sin 20 — sin 46), 
перепишем уравнения (6.66) и (6.67) в виде 
a=eal> (1-44) — > (1 — a?) cos (2¢ + 28) — 
— a a’ cos (4¢ + 4B), (6.68) 


b=e[> (1 — =a?) sin (2t + 28) + gp a? sin (4¢ +48)]; (6.69) 


кроме того, при выводе (6.69) используется предположение, что 
а 52 0. 

Как известно, в первом приближении мы сохраняем только 
медленно меняющиеся члены, т. е. члены, не содержащие триго- 
нометрических функций. Таким образом, в первом приближении 
уравнения (6.68) и (6.69) заменяются усредненными уравнениями 


a=yea(1—- 7), (6.70) 
В = 0, (6.71) 
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Рис. 6.4. Сравнение решений проварьированных уравиений (6.68) н (6.69) 
с решениями усредненного ранения (6.70) при == 0.3 в случае: a) а (0) = 
= 0.5, В (0) = 0; 6) а (0) = 4.0, В (0) = 0. 


которые полностью ‘совпадают с уравнениями (6.44) и (6.45), полу- 
ченными с помощью метода многих масштабов. 

На рис. 6.4 приведено сравнение решений уравнений в вариа- 
циях (6.68) и (6.69) с решениями усредненного уравнения (6.70) 
при начальных условиях 


а(0=а, В (0) =0. (6.72) 


Ясно, что решения усредненных уравнений представляют собой 
средние значения решений уравнений в вариациях. 


Упражнения 


6.1. Рассмотреть уравнеиие Ван-дер-Поля 
афи=е(1 — и?) 4. 

а) Построить двучленное прямое разложение и исследовать его неравно- 
мерность. 

6) Преобразовать это разложение в равномерно пригодное, используя метод 
перенормировки. 

в) Используя метод многих масштабов и метод усреднения, получить рав- 
номерио пригодное разложение первого порядка. 


г) Сравнить результаты пп. 6) и в) и указать ограиичемия метеда пере- 
нормировки. 
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6.2. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить рав- 
номерно пригодное разложение первого порядка, описывающее переходный 
режнм для решения уравнения 


i+ om=ela— a4 au] (e< 1). 
6.3. Рассмотреть уравнение 


ях (#128 — м) =0, 


где ху — постоянная и 6 (x) — дельта-функция Дирака. Построить равномерно 
пригодное разложение первого порядка при малых, но конечных х. 
6.4. Рассмотреть систему уравнений 


o 2 д. В 

й |- mou = 2e [(1 —)й — du}, 

эЭ-Ро=и?. 
Построить равномерно пригодные разложения первого порядка для и и у. 
6.5. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить равно- 
мерно пригодное разложение первого порядка для уравнепня 

а и=е(1 — 4) й при = < 1. 


6.6. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить равно- 
мерно пригодное разложение первого порядка для уравнения 


й-|-и—=(1 — 12) a+ 23 = 0 при в < 1. 


Глава 7 


СИСТЕМЫ С КВАДРАТИЧНЫМИ И КУБИЧЕСКИМИ 
НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 


Рассмотрим свободные колебания частицы массы т, находя- 
щейся под действием силы тяжеёсти и связанной с пружиной, сила 
упругости которой меняется по нелинейному закону (рис. 7.1). 
Уравнение движения такой системы имеет вид 

d?x* 
maar the) = mg, (7.1) 
где g — ускорение силы тяжести, a f (x*) — нелинейная возвра- 
щающая сила пружины. Пусть } (х*) представляет собой полином 
третьей степени от х* вида 


f (xt) = вх + вх", (7.2) 
где №. > 0. Подстановка (7.2) в уравнение (7.1) дает 
mS вже ых" = mg. (7.3) 


Опуская в уравнении (7.3) член, описывающий ускорение 
системы, можно найти координаты х: ее положений равновесия 
из соотношения 


hx} вр = mg. (7.4) 


В этой главе мы будем исследовать малые колебания нашей си- 
стемы около одного из этих положений равновесия. С этой целью 
положим в (7.3) 


хх: и"; (7.5) 
В результате имеем 


тм аи) рычит = 09 
Возводя в куб и используя (7.4), перепишем уравнение (7.6) в виде 
т cm + (i + зе") и 4 Baeza" + ви" =0. = (7) 


Как и ранее, введем следующие безразмерные переменные: 
u=u'/x;, t=ot', 
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Рис. 7.1. Масса, связанная с нелинейной пружиной, при наличин силы тяжести. 


где @ = V (k,-} 3kgx?")/m — собственная частота соответствую- 
щей линейной задачи, предполагаемая вещественной. Тогда 
уравнение (7.7) принимает вид 


й + и -{ 3au? + au = 0, (7.8) 


где а = вх: /то?, причем мы будем считать, что @ = О (1). 
В отличие от уравнения Дюффинга уравнение (7.8) содержит как 
квадратичные, так и кубические члены. В дальнейшем вместо 
(7.8) будем исследовать несколько более общее уравнение, а именно 

й + и + аи? + азиз == (7.9) 
с постоянными G2 и аз. 

В следующем параграфе мы строим прямое разложение вто- 
рого порядка для решения уравнения (7.9). В $ 7.2 и 7.3 это раз- 
ложение преобразуется в равномерно пригодное с помощью метода 
перенормировки и методики Линдштедта—Пуанкаре. В $ 7.4 
равномерно пригодное разложение строится с помощью метода 
многих масштабов. В $ 7.5 мы покажем, что первое приближение, 
полученное по методу усреднения, приводит к неполному реше- 
нию. Поэтому в $ 7.6 мы опишем обобщенный метод усреднения, 
что позволит получить для решения уравнения (7.9) равномерно 
пригодное разложение второго порядка. Наконец, в $ 7.7 изложим 
метод Крылова—Боголюбова—Митропольского. 


7.1. Прямое разложение 


Уравнение (7.9) не содержит явно малого параметра, поэтому, 
для того чтобы получить прямое разложение решения в случае 
малых, но конечных амплитуд, нам нужно ввести малый параметр 
в исходное уравнение. С этой целью будем искать разложение 
решения (7.9) в форме 


и = ви, (1) + г? из (1) + 233 (t) +---, (7.10) 


где е — малый безразмерный параметр, являющийся мерой ам- 
плитуды колебаний. Мы используем этот параметр в качестве вспо- 
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могательного средства, с тем чтобы произвести «предварительный 

учет» порядков величин, входящих в уравнение, а затем положим 

его равным единице и будем считать малой амплитуду. 
Подстановка (7.10) в уравнение (7.9) дает 


ай, + =2й, + e8ilg |... + eu, + 21, + &и, + --- 
vee fay (ви + ви» + и; + +++)? -|- аз (ви; + O72 + из + +--+)? = 0. 
(7.11) 


Возводя в соответствующую степень ряды, стоящие в скобках 


в (7.11), и сохраняя члены до порядка О (=3) включительно, по- 
лучаем 


e (iis + ш) + 2 (dz + шо -| aut) + 
+= (iis + из + 205щиь + cag!) + ++ =0. (7.12) 


Приравнивая нулю коэффициенты при соответствующих степенях 
&, имеем набор уравнений 


ii; + u, =0, (7.13) 
йо + Up = — allt, (7.14) 
iis -} ug = — Зоэщи» — о, (7.15) 


которые могут быть решены последовательно относительно неиз- 
вестных Uy, U2 H Us. 


Общее решение (7.13) представим в виде 
и; = а с0$ (# + В), (7.16) 


где аи В — постоянные. При этом (7.14) принимает вид 
tig + u, = — а? cos? (# + В) = — ов — + aa cos (24 -- 2B). 
(7.17) 


Как и ранее, мы He включаем в выражение для и, решение соот- 
ветствующего однородного уравнения. Частное решение неодно- 
родного уравнения (7.17) можно найти как сумму частных реше- 
ний следующих уравнений: 


ыы 1 
is? + ug? = — > оз, (7.18) 


a 442) =— а? cos (21 + 28). (7.19) 


Частным решением первого из них будет 


1 
що = — on, (7.20) 
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а частным решением второго (см. формулы (В.68) и (В.69)) — 


ить = gana" cos (2t + 28). (7.21) 


Таким образом, имеем 
a= ибн ити = — Fan” + 1 a0” cos (21 --28). (7.22) 
Подстановка выражений (7.16) и (7.22) в уравнение (7.15) дает 
lig -|- Us = — 29а Cos (t -+ В) [- a0 4 + ода? cos (2¢ + 28) | ie 
— a,a° cos* (t ++ В), 


или 


ils - из = ($a = +4) а? cos (¢ +B) — 


a (+ as |- a) а? cos (3t -- 38). (7.23) 


Поскольку уравнение (7.23) линейно, то 


и; = ИА сти + USrrerns (7.24) 


где А сти и и ста — частные решения уравнений 


Ш 4 uf) = (=o — - ва) а? cos (# + В), (7.25) 


a? + uf = — (Las +9) со (3 + 38). — (7.26) 


При этом из формул (В.69) и (В.76) следует, что 


щи = (508 — $ аз) а sin (t +В), (7.27) 
tern = = (+ 7% +54 2) a° cos (3¢ 4- 3B). (7.28) 


Подставляя теперь решения (7.27) и (7.28) в (7.24), находим 
ig (za — as) ат (ЕЕ В) + 


1 


+= (+ as + 4-03) 4? cos (3¢ + 38). Ee) 
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Наконец, подставляя (7.16), (7.22) и (7.29) в (7.10), получаем 
следующее прямое разложение третьего порядка (с точностью до 
членов порядка O (=3)): 


и = га cos (t |- В) + К а?о? [cos (21 + 28) — 3] + 


+ ea? (= o3 — Заз) t sin (¢ +B) + (7.30) 


+ (+ Е) cos (3¢ ВВ] + +++. 


Заметим, что функция и зависит OT = и атолько через произве- 
дение га. Это дает возможность положить = = | и рассматривать 
а в качестве параметра возмущения. Вместе с тем прямое разло- 
жение (7.30) становится непригодным при #- О (=1а"), по- 
скольку при этом второй поправочный член становится величиной 
одного порядка с первым из-за наличия в нем секулярного слагае- 
мого. Попытаемся теперь преобразовать разложение (7.30) в рав- 
номерно пригодное, используя для этого метод перенормировки. 


7.2. Метод перенормировки 


Как указывалось в $ 4.3 и 4.4, равномерно пригодное разло- 
жение для решения уравнения (7.9) может быть построено либо 
с помощью применения методики Линдштедта—Пуанкаре непо- 
средственно к дифференциальному уравнению, либо путем ис- 
пользования метода перенормировки для разложения (7.30). 
И в том, и в другом случае мы вводим замену т = wf, где ® — «не- 
линейная» частота в уравнении (7.9). Далее, мы раскладываем ® 
в ряд по степеням г, причем первый член ряда оказывается часто- 
той линейных колебаний (в нашем случае равной единице). Итак, 
представим частоту ® в виде разложения 


@ = 1 + 20, 4- =, - .-.. (7.31) 


Отметим, что в это разложение мы включили только члены BTO- 
рого порядка, поскольку секулярное слагаемое в (7.30) содержится 
в члене третьего порядка. Далее, имеем 


t=(1+ eo, +e, + --.) 1 т= [1 — (e@, + =. ...) + 
+ (Е: + =?, |... т. 
Сохраняя члены порядка О (=?), получаем 


t=1t — emt + 2 (of — Oo) 1+ .... (7.32) 
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Подстановка (7.32) в (7.30) дает 
и = га соз [т +B — ewt + =? (wi — в) t+ ...] + 


ой? [052% + 28 — 2eot + 2e?(w} — 2) t+ +++] 3} + 
+74 [ (1598 — враз) [x — вот + €? (af — on) t+ -..] х (7.33) 
x яп [т -- В — emt -+ = (в — @) t+ ee] 
бан» 

X cos [3t -- ЗВ — Зевит - ЗЕ? (wt — аз) т + +I} spins. 


Исследуем теперь разложение (7.33) при малых 2 и фиксиро- 
ванном т. Раскладывая тригонометрические функции в ряды Тей- 
лора, находим 


60$ [т -Е В — ewt + e? (wt — з)т-| -..| = 
= с0$ (т + В) - [eat — =° (92 — we) t] п (т -+ В) — 


— ев — 2? (a? — 2) < +. -+-Pcos(t +- В) = 


= cos (т + В) + ew)t sin (т - В) — =? [(07 — 2) тя (т -- В) + 
+ wht? cos (t+ +... (7.34) 


cos [21 + 28 — ет + 22? (wi — wy) r+ ...] = 
= cos (2t + 28) + [2евит — 2? (в — wo) т] мп (2% + 28)... = 
= cos (2% + 28) -{ 2ew)t sin (2t + 28) + ..., (7.35) 
sin[t +B — eat + e? (6% — 2) t + ---]=sin(t-FB)- +++, (7.36) 
cos [т - ЗВ — Зевит + 3e? (wt — шо) т- -»-J=cos(3t + 38) + .... 
(7.37) 


Подставляя выражения (7.34)—(7.37) в (7.33) и сохраняя члены 
до третьего порядка включительно, получаем 


и = га с0$ (т +) | =? [oat sin(t }-B)-+ 
+ aga? cos (2t - 2B) — ae за? | Ay 


= {= + wat’ cos(t +f) | 
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а де - =) come tr+ 
dfs ана sin (2t + 28) + 


+3 (49+) Peos (r+ 36)}+ +++. (7.38) 


Для того чтобы избавиться от секулярного члена порядка О (e?), 
необходимо (в случае а 5 0) положить ®, равным нулю. При этом 
исчезают и все секулярные члены третьего порядка, кроме одного, 
который пропадает при условии 


5 
(a = Заз) а ав =0. (7.39) 
Отсюда 
5 3 
2 = — (a5 a — = аз) a’, (7.40) 


После уничтожения секулярных членов разложение (7.38) при- 
нимает вид 


u = eacos(s +B) + — 10а (cos (2r + 28) — 31 + «++, (7.41) 


где 
t=of=[I + (Fos — 59) 8] 1+... (7.42) 


Отметим, что секулярный член порядка :3 в (7.38) исполь- 
зуется для определения в. Остальные члены порядка = ограни- 
чены при т -» оо; они не включаются в (7.41), поскольку разло- 
жение проводится до членов второго порядка, так что ошибка 
представляет собой величину О (=?) для всех t < О (=). Более 
подробно этот вопрос обсуждался ранее в $ 4.5. 

Обращаясь вновь к разложению (7.30), отметим, что первый 
секулярный член появляется лишь в членах порядка г. Таким 
образом, еще заранее мы могли бы заключить, что W, = 0, по- 
скольку член гв, в разложении (7.31) порождает секулярные члены 
второго, а не третьего порядка. Использование этого факта позво- 
лило бы значительно сократить объем вычислений. Покажем те- 
перь, что методика Линдштедта—Пуанкаре требует проведения 
еще меньшего объема вычислений, чем метод перенормировки. 


7.3. Методика Линдштедта—Пуанкаре 


Иепользуя в уравнении (7.9) преобразование т = wt, получаем 
ou”  ц + али? + азиз = 0, (7.43) 
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где штрихами обозначено дифференцирование по т. Далее, рас- 
кладываем © и цв ряды по степеням 2: 


и = ви, (t) + 22и, (т) + ги. (т) +.-., (7.44) 

@ = 1+ 20, + 2%, +.... (7.45) 

Как указывалось в предыдущих главах, первый член разложения 
для ® представляет собой частоту линейных колебаний, в нашем 


случае равную единице. Подставляя (7.44) и (7.45) в уравнение 
(7.43), имеем 


(1+ ec; + 22 + +++)? (eu; + 224 + e's + +++) аш + 
Ч ePtty + ely + +++ + arp (ва | tly + ем... 
+ Og (ви;  =?и, - Е? -- +... =0. 


Используя биномиальную формулу для разложения квадра- 
тичного и кубического членов и сохраняя члены до третьего по- 
рядка включительно, находим 


(1 + 20m, + 27a} + 222) (et + =?ио -|- e8ug) + ему + ey + eu, + 
+ о (Ем + 2e°uyte) -+ age} + +» =0. 


Перемножая выражения в скобках и приравнивая нулю коэффи- 
циенты при последовательных степенях €, получаем 
uj +u,=0, (7.46) 
из -- Uy = — Qe; — о, (7.47) 
из + Uy = — 205 — (cf - 202) — Зари, — оз. (7.48) 
Общее решение уравнения (7.46) может быть представлено как 
uy, = acos(t -+ В), (7.49) 
гдеаи В — постоянные. Тогда (7.47) переписывается в виде 
из + из = 20а cos (т + В) — ла? cos? (a + В), 
или 


Uy -} из = 26а с03 (т + В) — ont? _ + ant? cos (21 + 38). 


(7.50) 
Для того чтобы в решении и, отсутствовали секулярные слагае- 
мые, необходимо положить в, = 0. При этом решение (7.50) 
втроится аналогично тому, как это проводилось в $ 7.1; оно имеет 
ВИД 


и, = — on? + ай со (2t + 28). (7.51) 
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Подставляя решения (7.49) и (7.51) в уравнение (7.48) и учи- 
тывая тот факт, что @, = 0, получаем 
из ee 2m a cos (т + В) — 
— 2a,a cos (т - В) [- + @_0? -- + ona? cos (2t -+ 28)] — 


— a,a° cos? (т -+ В). (7.52) 


Используя теперь, как и в § 7.1, соответствующие тригономе- 
трические тождества, И. (7. и в виде 


iy + y= (25а — 9 ау? +- 2 ода *) cos (t+ №) — 


— (+4 ++ 443) a? cos (3t + 3B). (7.53) 


При этом требование отсутствия секулярных членов приводит 
к соотношению 


22а — Sand + = ава? = 0, 


откуда 
2 = 4 aya? — 5 ala’. (7.54) 


Отметим, что подстановка выражений (7.49) и (7.51) в (7.44) при- 
водит к разложению (7.41), а подстановка (7.54) в (7.45) с учетом 
преобразования т = wt KH соотношения ®, = 0 дает (7.42). Таким 
образом, использование методики Линдштедта—Пуанкаре при- 
водит к тому же самому разложению, что и методика перенорми- 
ровки, но при заметно меньшем объеме вычислений. 


7.4. Метод многих масштабов 


В этом параграфе мы построим равномерно пригодное разло- 
жение третьего порядка с помощью метода многих масштабов, 
используя для того три переменные: Ту = ¢t, Т, = et и T, = et. 
При этом для производных по времени получаем 


4 Dy oD body os, (7.55) 
= = 0% + 2еь0, + г (Di + 25.) + . (7.56) 


где D, = O/0T,. С помощью (7.56) преобразуем уравнение (7.9) 
к виду 


Dit + 2eDoDyt + = (Dit + 2DyDott) и + вы? + и... =0. 
(7.57) 
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Приближенное решение уравнения (7.57) будем искать в форме 
и = ely (То, Ty, Tz) + 2» (То, Ti, T2) + =Зиз (То, Ty, T2) + 
apie, (7.58) 


Подставляя разложение (7.58) в (7.57) и приравнивая нулю коэф- 
фициенты при последовательных степенях &, находим 


Diu, +- и, =0, (7.59) 
Ditto - Ug = — 2D_D\4 -- ой, (7.60) 
Dit, + Us Душ — 2DoDotty — 2DpD tty — Qexplt tty ——- ceslt}.(7.61) 
Решение уравнения (7.59) может быть представлено как 
uy = A(T, Т.) е Те +. А(Ть, Та) е- 1. (7.62) 
При этом (7.60) принимает вид 
Ditty -+ Up = —2iD, Ae!" + 2iD,Ae~!7? — 


— аз (A2e?!To -|- 2АА -|- APe-2iT), (7.63) 
Для того чтобы избавиться от секулярных слагаемых в из, поло- 
Жим 

Р.А =0, или А=А(Т.). (7.64) 


Ограничиваясь, как и в предыдущем параграфе, нахождением 
лишь частного решения уравнения (7.63), можно получить его 
с помощью принципа суперпозиции. В результате имеем 


Ug = a Og AP2T» |- 1 азАе-ИТь — 204, АЙ. (7.65) 


Подстановка (7.62), (7.64) и (7.65) в уравнение (7.61) дает 
Dilly +- из = — 2A e'T? 427A e~'7* — Dery (АеТ° + де) x 
x (+ OnAPe2To +. a 2a,AA) — а (Ae!T -|- Де}, 
(7.66) 


где штрихом обозначается дифференцирование по переменной Т.. 
При выводе (7.66) мы использовали уравнение (7.64), из которого 
следует, что Diu, = Du, = 0. Воспользовавшись биномиальной 
формулой, перепишем уравнение (7.66) в виде 


Ditts щ= [—21A" + Pa} A7A — Заз АРА] те — 


— (3-4 + аз) дем" (к. с). (7.67) 


При этом условие отсутствия секулярных членов приводит к соот- 


ношению | 
— А” +. (№8 — 303) АА =0. (7.68) 
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Представляя теперь комплексную амплитуду А в форме 


A= aei®, (7.69) 


где a и В — вещественные постоянные, приведем (7.68) к виду 


—ia'e'® + ap’e’® 4. (+ 7] a3 — fas) a а — 0, 


е р es 5 3 
или ia’ + af’ + (ar a 3) a’ = 0. (7.70) 
Отделяя вещественную и мнимую части в равенстве (7.70), имеем 
а’ = 0, (7.71) 

, 3 5. 
ap’ = (+ a3 — =r 44) a’. (7.72) 


При этом из (7.71) следует, что а = ay = const, а из (7.72) (при 
а 52 0), что 


B= (as — 5-98) aT + Bos (7.73) 
где В, — произвольная постоянная. 


Подставляя (7.69) в формулы (7.62) и (7.65) и вспоминая, что 
T, = получаем 


и, = acos (# + В), (7.74) 


tty == 140 сов (2t -| 28) — aga. (7.75) 
Разложение (7.58) в этом случае принимает вид 
w= eacos(t-+ В) + 2 аа [cos (2t + 28) — 31 --.-.. (7.76) 


С помощью формулы (7.74) и с учетом того, что а = щ% и Т = 
= #21, можно переписать О 76) в виде 


и == edo cos (wt - Bo) + =: Зари [cos (2% + 28) — 3] + - 
(7.77) 
me o=14(4 в — 5-48) 24, (7.78) 
что полностью согласуется с разложениями (7.41) и (7.42), полу- 
ченными с помощью метода перенормировки и методики Линд- 


штедта—Пуанкаре. Применим теперь к (7.9) первое приближение 
метода усреднения. 
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7.5. Метод усреднения 


Как и ранее, для преобразования исходной функции и восполь- 
зуемся методом вариации произвольных постоянных, положив 


и = га соз (Ё + В), (7.79) 
й = —ea sin (Ё + В), (7.80) 


где в — малый безразмерный параметр, являющийся мерой am- 
плитуды колебаний. При этом для нелинейной задачи величины 
а и В считаются переменными. Дифференцирование формулы 
(7.79) по аргументу ¢ дает 


й = —ea sin (Ё + В) + ed cos (¢ + В) — eaf sin (¢ + В). (7.81) 
Сравнивая (7.80) и (7.81), заключаем, что 
4 cos (t + В) — afsin (¢ + В) = 0. (7.82) 
Аналогично, дифференцируя выражение (7.80) по ¢, имеем 
й = —ea cos (Е + В) — ed sin (t + В) — гай cos (# + В). (7.83) 
Подстановка (7.79) и (7.83) в исходное уравнение (7.9) дает 
д sin (t + В) + af cos (Е + В) = agea? cos? (¢ + В) + 
+ @зе?а? cos® (¢ + В). (7.84) 
Разрешая уравнения (7.82) и (7.84) относительно 4 и В, находим 
a = ава? sin (Ё + В) cos? (¢ + В) + age2a® sin (¢ + В) x 


x cos® (t + В), (7.85) 
в = aea cos® (t + В) + азе?а? cost (¢ + В). (7.86) 
Кроме того, при выводе (7.86) предполагается, что а отлично от 


нуля. р 
Поскольку а мало, то производные a и В представляют собой 
медленно меняющиеся функции ¢. При этом в качестве первого 
приближения можно попытаться усреднить (7.85) и (7.86) по пере- 
менной {. Преобразуя с этой целью уравнения (7.85) и (7.86) с по- 
мощью известных тригонометрических формул, получаем 


а = р agea? [sin (t + В) + sin (3 + 3В)| + 
+ =p бета? [2 sin (2 + 2B) + sin (4¢ + 48)1,(7-87) 
в = -Г озеа [3c0s (¢ + В) + cos (3¢ + ЗВ] + 


+p age*a? [cos (4¢ + 4B) + 4 cos (2t + 28) 3]. (7.88) 
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Сохраняя в правых частях уравнений (7.87) и (7.88) только 
медленно меняющиеся слагаемые, находим окончательно 


а=0, (7.89) 
в = 3 agera?. (7.90) 


В то время как соотношения (7.89) и (7.71) полностью согласуются 
между собой, уравнение (7.90) не совпадает с уравнением (7.72), 
полученным с помощью метода многих масштабов, поскольку в нем 


5 
отсутствует член +> @,=?а?. Подробно прослеживая ход решения 


в предыдущем параграфе, можно обнаружить, что этот член яв- 
ляется результатом взаимодействия приближений первого и вто- 
рого порядков, которое не принималось во внимание при выводе 
(7.89) и (7.90). Чтобы учесть указанный эффект, нам нужно ввести 
в рассмотрение высшие приближения для аи Вв (7.87) и (7.88). 
Это достигается с помощью обобщенного метода усреднения, опи- 
сываемого ниже, или его варианта — метода Крылова—Бого- 
любова—Митропольского, рассматриваемого в 6 7.7. 


7.6. Обобщенный метод усреднения 


Для того чтобы продемонстрировать применение этого метода, 
введем новую переменную 


g=t+B, (7.91) 


переписав соотношения (7.87) и (7.88) в виде 
1 


zp ase (Sin ф -|- sin 3$) -+ + азе?аз (2 sin 2ф ++ sin 4$), 


(7.92) 


g=1+ + a,ea (3 cos ф -++ Cos 3$) -+ +— aga" (cos 4ф -|- 
+ 4 cos 2p + 3). (7.93) 


Приближенное решение (7.92) и (7.93) будем искать в следующей 
форме: 


а = ао (t) + ва, (A, Po) + га, (а, Po) +. -., (7.94) 

® = Po (t) + Еф (4, Фо) + 272 (а, Fo) + --*, (7.95) 

Gy = А, (a) + =? А» (а) + .-*, (7.96) 

Po = 1 + =Ф, (4%) + =Ф, (a) +.... (7.97) 

Функции A, а, ... и Фа, Po, ... представляют собой быстро ме- 


няющиеся функции Фо, в то время как Qy и, следовательно, A, и 
@, — медленно меняющиеся функции 2. 
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Используя правило дифференцирования сложной функции, 
представим и ЕЕ выражений (7.94) и (7.95) в виде 


а fe Se = Lay +e 


В д р. 
ao + 8-52 dy + 
(7.98) 


ф=ф +e4 a бо - = > Po {#0 


2 oes Go ++ 


(7.99) 


Подставляя разложения (7.96) и (7.97) в (7.98) и (7.99) и сохраняя 
члены вплоть до второго порядка, получаем 


= (4+0 Fe) + в (A+ et —- + А, 5 = +O, Fe) evs 
(7.100) 

o=14e(% +32) +e (©, + Ge 44,38 + 
+032) afin a (7.101) 


Далее, необходимо подставить разложения (7.94) и (7.95) в (7.92) 
и (7.93) и разложить правую часть при малых &, сохраняя члены 
до второго порядка включительно. При этом для правой части 
соотношения (7.92) имеем 


га? (sin ф -+ sin 3$) = 
= 8 (A -|- £04)" [Sin (Po + es) + SIM (3G + Зеф!)] + + 
=e (a3 + 2e0aya) [sin фо -+ ефи COS фо -}- Sin 3p 4- Зефи COS Зо] +--+ = 
= ea} (sin фо -+- sin Зфо) -!- 2e7a,a; (sin фо -+ sin Зфо) -}- 
+- e7abp, (cos фо + 3 с0$ 3g) 4- ++, (7.102) 
208 (2 sin 2p +. sin 4$) = e7a3 (Qsin 2p + sin 4g) + +++, 


(7.103) 
а для правой части (7.93) — 


ea (3cos ф + cos 3p) = е (ay + га,) [3 cos (фо + eq,) + 

+ cos (3p) + Зеф!) ] +... = 
в (a) + ea,) [3 cos фо — 3eq, X 
X sin Фо + cos 3p) — Зеф, sin ЗФ | + 
tee = (7.104) 
= EA (3 COS Py + cos ЗФ) + =?а, Х 
X (3 cos Фо + COS Зфо) — Seay; (Sin Py + sin Зо) +... 


| 
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2а? (cos 4p + 4 cos 2p + 3) = 2.48 (cos 4q + 4 соз2ф 3) .... 
(7.108) 


Подставляя выражения (7.100)—(7.105) в (7.92) и (7.93) и прирав- 
нивая нулю коэффициенты при одинаковых степенях в, находим 


А, + 5 


т = ci (sin фо -+ sin 390), (7.106) 


Гы 


д 
A +a ae rie Az oe + O35- 249A; (SIN Фо + SiN ЗФ) + 


+ a (cos фо + 3.cos Зфо) + vi аза (2 sin фо + sin 4Фо), 


(7.107) 
@, + GE = + arty (308 go + COS 390), (7.108) 


1 
Ф, м Ay GEL +O, SEL = 4-04, (3 08 go + 034) — 


— 3 сиди (sin go + sin 39) + F 2943 (cos 4фо + 4 cos 20 + 3): 


(7.109) 


Для того чтобы выделить быстро и медленно меняющиеся члены 
в формулах (7.106)—(7.109), используем метод разделения пере- 
менных. При этом для медленно меняющихся членов в (7.106) и 
(7.108) имеем 


A, = Ф, = 0. (7.110) 
Аналогично, для быстро меняющихся членов получаем 

ды = +f a0} (sin Фо + sin 3q0), (7.111) 

a 3 3 7.112 

д» = 4 0 (360$ Hy + COS 39). (7.112) 


Чаетные решения уравнений (7.111) и (7.112) имеют вид 


a, = — ant (cos +3 cos 3%» ) (7.113) 


и G1 = сы (3sin ge + 5-34). (7.114) 
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Подетавляя теперь выражения (7.110), (7.113) и (7.114) в уравне- 
ния (7.107) и (7.109), находим 


Ao + = =— + оба (cos фо Е + cos ЗФ) (sin фо + sin Зфе) + 
ВЕ te 244 (3 sin Фо +3 — sin 3%) (sin фо + sin Зфо) + 
+ аз (2 sin 2po + sin 44), (7.115) 
®, + ae =— + 305 (cos ft cos 3%) (3 cos фо -- cos 39) — 


— ld ae (3 sin Фо +3 — sin 3%) (sin go + sin Зфи)-+ 
+ 23% 


(cos 4фо + 4 cos 2g -++ 3). (7.116) 


С помощью известных тригонометрических формул (см. прило- 
жение А) перепишем соотношения (7.115) и (7.116) в виде 


= is a [ (4a = + 3) sin 29 + 


+ (2+ -3- ai) зп ф + 5-08 916%], (7.117) 
©, + SE = (Fas — ya) 4+ uaa 5 08) a cos 2p + 
+ (+ + > 544) а} с0$ 4фо += р 0240 Cos бфо- (7.118) 


Поскольку мы разыскиваем только разложение второго порядка, 
нет необходимости решать уравнения (7.117) и (7.118) относительно 
аз И фз. Для этого требуется только выделить в (7.117) и (7.118) 
медленно меняющиеся слагаемые и тем самым определить А, и Ф,, 
которые в этом случае имеют вид 


A, = 0, (7.119) 
Ф, = (as — =r) a, (7.120) 

Подетановка выражений (7.113) и (7. sh в (7.94) и (7.95) дает 
Ре — meat 8 (cos go + cos ЗФ) +. (7.121) 


Ф= Фрол Е № (7.122) 
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Подставляя теперь выражения (7.110), (7.119) и (7.120) в (7.96) 
и (7.97), получаем 
dy = 0, (7.123) 


. 5 
= 1-4 (jas — 4-03) eas. (7.124) 


Решение (7.123) имеет вид а, = const; при этом из уравнения 
(7.124) следует 


ф—#- (2 о — 5 af) её + Bo, (7.125) 
8 12 


где Во — постоянная интегрирования. Наконец, подстановка раз- 
ложений (7.121) и (7.122) в (7.79) дает 


1 
use [№ —— ов (cos go + cos Зо) ++ ++] x 


Хх cos [++ sty (3 SiN Фо +5 sin 3%) eee ‘| . (7.126) 


Для того чтобы сравнить построенное решение с приближен- 
ными решениями, полученными по методу многих масштабов и с 
помощью методики Линдштедта—Пуанкаре, нужно разложить 
cos [ф + О (2) ] в (7.126) при малых е с точностью до членов по- 
рядка е, в результате чего получим 


и=е [м & + сова? (cos фо + cos 3%) | [cos фо — 
— Farge sin Фо (3sin qo -- + sin 390) | Ч... = 


1 1 
== 540608 Po — -р ое? а [cos? Фо + 5 COS Po COS ЗФ + 


+ 3sin® q+ + sin g sin 39! +... = 
1 I 
= 240 C08 фо — ое? [ -5- + =z 608 2po ++ -5- C08 po + 


+ — F008 2o] ++, 
или 


и — го COS Фо 5 #280 (cos 2% — 3) + ++. (7.127) 


Разложение, даваемое формулами (7.125) и (7.127), в точности 
совпадает с разложениями (7.77) и (7.78), полученными по методу 
многих масштабов. Оценка же объема вычислений,. проделанных 
здесь, и вычислений, проведенных в $ 7.2 и 7.4, позволяет сде- 
лать вывод, что метод перенормировки и метод многих масштабов 
имеют в этом отношении преимущество перед обобщенным мето- 
дом усреднения. 
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7.7. Метод Крылова—Боголюбова—Митропольского 


В этом параграфе мы опишем еще один вариант обобщенного 
метода усреднения, называемый обычно асимптотическим мето- 
дом Крылова—Боголюбова—Митропольского. 

Если пренебречь нелинейными членами, то решение уравнения 
(7.9) можно записать в виде 


и = аа со$ (t + В), (7.128) 


где аи В — некоторые постоянные, а = — малый безразмерный 
параметр, определяющий амплитуду колебаний. При учете же 
нелинейных членов мы рассматриваем (7.128) лишь как первый 
член в приближенном решении (7.9), причем а и В считаются те- 
перь не постоянными, а медленно меняющимися функциями вре- 
мени. Кроме того, введем так называемую быструю переменную 
ф=Е- В. В результате будем искать приближенное решение 
уравнения (7.9) в виде 
и = га соз ф + 2?и, (а, ф) + и, (а, $) +--+. (7.129) 
Поскольку а и В представляют собой медленно меняющиеся функ- 
ции 2, представим их рядами по степеням = с коэффициентами, 3a- 
висящими от «медленной» переменной а. Таким образом, мы можем 
записать 
а = eA, (а) + eA, (а) +.-., (7.130) 
ф=1-+ гФ, (а) + г, (а) +.... (7.131) 
Иначе говоря, этот метод можно рассматривать как многомасштаб- 
ную процедуру с выбранными масштабами времени а и ф. 
С помощью правила дифференцирования сложной функции 
выразим производные по { через новые независимые переменные 
аи ф: 


9 ._д 
4 29 0% „д :. 0% . 0 . д 
am =O age + ба +2049 05 ТФ LOG (7-133) 
При этом дифференцирование (7.130) по ¢ дает 
G=eAja+eAa+---, (7.134) 


где штрихами обозначено дифференцирование по а. Подставляя 
теперь (7.130) в соотношение (7.134), имеем 


G = eAj (eA + =? 42|...) + =°А5 (А, -|-.-.) + -.., 
или 
й = =? А, А; + О (#3). (7.135) 
Аналогично, дифференцирование (7.131) по Е дает 
ф= =Фиа + =Фа-.... (7.136) 
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Подставляя (7.130) в (7.136), имеем 
ф= еФ! (А, + =А› + ---) + = (eA; |...) + ..., 
= eA; + 0 (=. (7.137) 


Наконец, подставляя (7.130), (7.131), (7.135) и (7.137) в формулы 
(7.132) и (7.133), находим 
9 


=(CA PPA +.) + + Ф.Ф, +), 


или 


= (eA + Art +P а + (AAI + oo + 


+2 (А, +. 2?А, |...) (1 + гФ, + #Ф, 4- ae + 


+ (Ley FO} PSE POA +) 


откуда 


ще + (4-5 +® 5) += (4-5 +9), 
(7.138) 


4? 92 
“at = Ger + 2 (% Эт +А жж) as 


+0 [ (Of + 202) Fe + 2 (Aa + АФ) oe + 
seca ea (7.139) 
При этом уравнение (7.9) принимает вид 
apr +2 [Ose +412] Е 
+ A®;)gege+ Ai ae + AA — + А! =— ыыы ИЕ 
ай... =0. (7.140) 


Подставляя разложение (7.129) в уравнение (7.140) и прирав- 
нивая нулю коэффициенты при одинаковых степенях =, получаем 


сы + и — 2Ф;:а cos p — 2A; sing + aa? cos*g =0, (7.141) 


a Ou, Ou, 


+ из + 201 Sy + 2A да — (® + 20,) acos p — 


—2(А. + А, Ф,) sin p + А! Aj cos p — Ai Dia sin g + 
+ 2agu,a cos ф + a8 cos’ ф = 0. (7.142) 
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Далее, с помощью тригонометрического тождества (А13) перепи- 
шем (7.141) в виде 
диз 
dg? 


+ и, = 2M,acos p + 2A; sing — + aa? — + са? cos 2ф. 


(7.143) 
Для того чтобы исключить секулярные члены из решения Uy, по- 
требуем, чтобы 
Ф, =0и А, = 0. (7.144) 
Тогда, как и ранее, решение (7.143) может быть представлено 
в виде 


и, = — oa + aa? cos 29. (7.145) 


Подстановка (7.144) и (7.145) в уравнение (7.142) дает 


oe + и = 2,a cos p + 2A, sin p — 2a,a cos p X 


x [- тама + + ©? cos 2p ] — aga® cos’ ф. (7.146) 
С помощью соответствующих тригонометрических формул (см. 
приложение А) перепишем теперь (7.146) в виде 


2, 5 
+ ug = (2; — aya? + -5- 944?) асозф + 242 sing — 


— (Ра и) a соз 39. (7.147) 
Условие отсутствия секулярных членов в решении и; дает 
4=0, = (3—5) а. (7.148) 


Наконец, подстановка (7.144) и (7.148) в разложения (7.130) и 
(7.131) приводит к уравнениям 


а=0, (7.149) 
Ф=1+ (3 — 5-98) |... (7.150) 


которые полностью совпадают с уравнениями (7.123) и (7.124), 
полученными с помощью обобщенного метода усреднения, а сле- 
довательно, и с решением, построенным по методу многих мас- 
штабов. 
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Упражнения 


7.1. Рассмотреть уравнение 
#—2x— 2+ =0. 


Показать, что положення равновесня снстемы, описываемой этим уравнением, 
определяются координатами х= 0, —1, 2. Положить x = 2-- и и найти 
уравнение для функцин и. Затем постронть равномерно пригодное разложение 
второго порядка, при малых, но конечных амплитудах с помощью: 
а) метода Линдштедта—Пуанкаре, 
6) метода многих масштабов, 
в) обобщенного метода усреднення. 
7.2. Рассмотреть ypaBHeHHe ; 
i—u+ut=0. 
Показать, что точка и = 1 является положением равновесия системы. Построить 
равномерно пригодное разложение второго порядка, опнсывающее малые коле- 
бания около точки и = 1. Указание: положить и = 1-- x, получить уравне- 
ние относительно х и затем нспользовать лнбо метод Линдштедта-—Пуанкаре, 
либо метод многих масштабов, либо обобщенный метод усреднения. 
7.3. Рассмотреть уравнение 
й — и-р ив = 0. 
Показать, что точка и = | является положением равновесия данной системы. 
Найтн разложение второго порядка для малых, но конечных колебаний вблизн 


точки и = 1. 
7.4. Рассмотреть уравнение 


3 


Показать, что положения равновесия описываемой системы определяются ко- 
ординатами х = 1/4 и х= 3/4. Изучнть характер движения около этих поло- 
жений равновесия. Построить разложения второго порядка для решения 
в окрестности устойчивого положения равновесия (т. е. соответствующего ко- 


лебательным движениям). 
7.6. Построить равиомерно пригодное разложение второго порядка для урав- 


иения 
i+ ut 223 + ей? =0 (e < 1). 

7.6. Найти равномерно пригодное разложение второго порядка для уравнения 
п -Ни-- eut+ г =0 (e< 1). 


Глава 8 


КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ CO СЛАБОЙ 
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ ОБЩЕГО ВИДА 


В этой главе мы рассмотрим системы с одной степенью сво- 
боды, движущиеся под действием произвольных нелинейных сил. 
Иначе говоря, будем исследовать уравнение 

i и = ef (и, a), ы (8.1) 
где = — малый безразмерный параметр, точкой обозначено диффе- 
ренцирование по безразмерному времени Ёи и — безразмерная 
зависимая переменная. В этой главе, не ограничиваясь случаем. 
когда f (и, й) является аналитической функцией своих аргумен- 
тов, мы будем предполагать, что она представляет собой произ- 
вольную кусочно-непрерывную функцию. При этом уравнения, 
рассмотренные в четырех предшествующих главах, оказываются 
частными случаями уравнения (8.1). 

Как и ранее, начнем с построения прямого разложения пер- 
вого порядка и обсудим вопрос о его неравномерности. В $ 8.2 
полученное прямое разложение преобразуется в равномерное 
с помощью метода перенормировки. В $ 8.3 и 8.4 мы используем 
соответственно метод многих масштабов и метод усреднения. 
Наконец, в $ 8.5 полученные результаты распространяются на 
случай неаналитических функций f, а также применяются для 


описания некоторых систем, рассмотренных в предыдущих гла- 
вах. 


8.1. Прямое разложение 


Как и в предыдущих главах, будем искать разложение первого 
порядка в виде 


u(t, г) = Uo (1) + eu (0+... (8.2) 
Подстановка (8.2) в уравнение (8.1) дает 
lig +} eily + +++ Н Uy ely +++ Sef [Ug | eu + +++, бо 
+ ety + +++] = ef (Uo, to) + +... (8. 3) 


Приравнивая коэффициенты при г? и #1 в обеих частях соотноше- 
ния (8.1), получаем 


tig + uy = 0, i (8.4) 
ity + Uy =f (Up, йо). (8.5) 
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Общее решеиие уравнения (8.4) можно записать в виде 
Uy = acos (Ё + В), (8.6) 


где аи В — произвольные постоянные. При этом уравнение (8.5) 
принимает вид 


ii; + u, =f lacos (Ё + В), —a sin (¢ + В) ]. (8.7) 


Чтобы найти частное решение уравнения (8.7), правую часть этого 
уравнения удобно представить в виде ряда Фурье. Заметим, что 
правая часть (8.7) является периодической функцией с периодом 
2л. Следовательно, ее ряд Фурье имеет вид 


flacos(t-+ В), —asin(¢+- В)] = 
= (а) + by fn (A) cos (nt -Р nB) + Я 8» (а) зип (nt + np), 8:8) 


где 
2x 
fo a= | f(acos@, —asing)dg, (8.9) 
0 
on 
h(a=+ | f(acosp, —asing)cosng dg, (8.10) 
0 
Е on 
g(a) =— | f(acosp, —asing) sinng dg. (8.11) 
ь 0 


С помощью разложения (8.8) уравнение (8.7) можно переписать 
как 


иш=Ь- x fa Cos (nt +- nB) + р gnsin(nt + ив). (8.12) 


Поскольку уравнение (8.12) линейно, мы можем использовать 
принцип суперпозиции и найти частное решение в виде суммы 
частных решений, соответствующих отдельным слагаемым в пра- 
вой части. Из формул (Б.69), (B.76), (Б.78) и (Б.82) (см. прило- 
жение Б) следует, что частным решением уравнения (8.12) будет 


ty = fo-+ fit sin (t + B) — gat cos (Е +B) ++ 


+ УИ, cos (nt + mB) + gnsin(nt+ ив). (8.13) 


n=2 
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Как и ранее, мы не включаем в и; общее решение однородного 
уравнения. Подстановка выражений (8.6) и (8.13) в (8.2) дает 


um acos+ B+ elo teh sin (t + В) — + gst cos(t-+ ) + 


+ Ут, cos (nt + nB) + gn sin (nt + mB) + +++. (8.14) 


n=2 


Отметим, что прямое разложение (8.14) становится непригодным 
при ¢ > О (=) из-за наличия секулярных членов. Ниже мы пре- 
образуем это прямое разложение в равномерное с помощью метода 
перенормировки. 


8.2. Метод перенормировки 


Чтобы сделать разложение (8.14) равномерно пригодным, ис- 
пользуем замену переменных 


t=o1, о=1+ 0, +.... (8.15) 
Тогда 


= мм =т(1 + e@, + ---)? = (1 — e@,) tT +--+. (8.16) 


Подстановка соотношения (8.16) в (8.14) дает 


и = асо$ (т | В —ew,t+---)+e [ре .. Хх 


Хх sin(t +B — eat + ..:)— Bi (ви...) 0$ (T+ 


со 


+ p—ew,t +...) + Ут сов (nt + nf — eon + see) + 


n=2 


+ gasin e+ вам +=) +o (8.17) 


Используя разложения 
cos (nt + пВ — ew nt +...) = 
= cos (nt + пВ) + ea, nt sin (nt + nB) +---, (8.18) 
sin (nt + nB — ewynt +---) = 


= sin (nt + np) — ew,nt cos (nt + nB) +---, (8.19) 
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перепишем (8.17) в виде 


wa acos(e-+ B+ ell + (ом) esi (et B)— 


— = grvcos(e +B) + SY If cos (ит + mB) + 


a=e 
+ а Sin (nt -- re} а» (8.20) 

Требование отсутствия вековых членов в (8.20) дает 
«а + > +h (a)=0, (8.21) 
& (а) = 0. (8.22) 


Из уравнения (8.22) можно найти те значения амплитуды а, при 
которых существуют периодические решения. При этом из соот- 
ношений (8.15) и (8.21) следует, что указанные периодические ре- 
шения имеют частоты 


9-1 А @+. (8.23) 


С помощью формул (8.10) и (8.11) переписываем соотношения 
(8.22) и (8.23) для периодических решений в виде 
on 


| [(асозф, —asing)singdp=0, (8.24) 
0 
2х 


o=1— 5 | f(acosp, —asing)cospdp+ +++. (8.25) 
0 


В частности, для уравнения Дюффинга (4.7) f = —и3, и соот- 
ношения (8.24) и (8.25) принимают вид 
Qn 
J a cos* p sing dp =0, (8.26) 
0 
on 
@o=14 = | @3 с05* фаф-... =14S e+ +; (8.27) 


0 


при этом интегралы в (8.26) и (8.27) вычисляются по формулам 
(A.31) и (А.37) приложения А. Отметим, что условие (8.26) вы- 
полняется при произвольной амплитуде а. Что же касается соот- 
ношения (8.27), то оно полностью совпадает с (4.80). 
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В уравнении Рэлея (6.4) } = a —= a8, и соотношения (8.24) 
и (8.25) принимают вид 
on 
J (—asin ф т ¢)sinpdg=0, 
0 


Qn 
[2 


aa | (—asing + La’ sin’ Ф) cos pd + +++, 
0 


Вычисляя интегралы с помощью формулы (A.32), имеем 


~a++-a=0, (8.28) 


o=1— 


o= | -} O(e), (8.29) 
что полностью совпадает с соответствующими выражениями (6.27) 
и (6.28). 
8.3. Метод многих масштабов 


Для построения равномерно пригодного разложения первого 
порядка методом многих масштабов введем вместо переменной # 
две новые переменные: Ty) =Ёи Т, = et. Тогда производные по 
t примут вид 

а 4? 2 Я 
rr = Dot eDit ees, ae = Во -| 2eDoD; | -.., 


где) „ = д/0Т»„. Таким образом, уравнение (8.1) перейдет в урав- 
нение вида 


Dit + 2D Dw +... Ни=ей [u, Гъи-|- би ...]. (8.30) 
Будем искать приближенное решение уравнения (8.30) в форме 
и = ио(То, Ty) 4- ел (То, Ti) + eee (8.31) 
Подстановка разложения (8.31) в уравнение (8.30) дает 
Ditty вии + 2eDoDitto -}- +++ + Uo + ety fv = 
= ef [Uy -} Uy + +++, Рош + eDyuo - Doty + +. .] = 
= ef (Uo, Dotto) + +++. 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях & в обеих 
частях этого уравнения, получаем 


Ditty + Up =0, (8.32) 
Dota + ш = — 2DpD iy + F (ик, Буш). (8.33) 
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Для того чтобы иметь возможность использовать ряды Фурье 
(8.8), общее решение уравнения (8.32) удобно представить в дей- 
ствительной форме 

и = acos (Ty + В). (8.34) 
При этом 
Рош = —a sin (Ty) + В), 
D,Douo = —a’ эт (То + В) — af’ cos (То + В), 


а уравнение (8.33) принимает вид 


Ditty + ш = 2а’ эп (То + В) + 2а8' соз (То +) + [асоз (То +B), 
— asin (То + В)]. (8.35) 
Используя представление функции { в виде ряда Фурье (8.8), 
перепишем уравнение (8.35) следующим образом: 


Пу + щ = 2a" зш (То - В) + 2а8' cos (То -+ В) + fo (a) + 


+B fa(a)cos(nTo + ив) + У, вн (@) sin (nT + n8). 
(8.36) 
Для того чтобы в решении и; отсутствовали секулярные слагае- 
мые, необходимо выполнение условий 
2a’ + в; (a) =0, (8.37) 
2ap’ + В (а) = 0. (8.38) 


Подстановка выражений (8.10) и (8.11) в условия (8.37) и (8.38) 
приводит к соотношениям 


on 
a= — = | f(acosp, — ап 9) япфаф, (8.39) 
0 


2х 
af’ = — = | f(acosg, — аз 9) с0$ pdg. (8.40) 
0 


Подставляя теперь (8.34) в разложение (8.31) и полагая Ty = t, 
находим, что в первом приближении решение имеет вид 


и = асо$ (t+ В) + ..., (8.41) 


где аи В даются формулами (8.39) и (8.40). В $ 8.5 мы применим 
полученное приближенное решение (8.41) к ряду частных слу- 
чаев, а в следующем параграфе выведем формулы (8.39)—(8.41) 
с помощью метода усреднеиия. 
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8.4. Метод усреднения 


Прежде всего в соответствии с идеей вариации произвольных 
постоянных мы должны совершить переход от искомой функции и 
к новым переменным — амплитуде а и фазе В: 


u(t) =a (é)cos [2 + В (#)] (8.42) 
так, чтобы выполнялось равенство 
й (t) = —a (t) sin [t + В (91, (8.43) 


т. е. чтобы ци й имели TOT же вид, что и в невозмущенном слу- 
чае, когда = = 0. Дифференцируя формулу (8.42) по $, получаем 


й = —asin (Е + В) + 4 со$ (t+ В) — 


— ав sin (Ё- В). (8.44) 
Из сравнения выражений (8.43) и (8.44) можно заключить, что 
@ соз (Ё + В) — ав sin (t + В) =0. (8.45) 


Дифференцируя еще раз по # соотношение (8.43), имеем 
й = —acos (t + В) — @ sin (Е + В) — 
— ав cos (¢ + В). (8.46) 
Подстановка (8.42), (8.43) и (8.46) в уравнение (8.1) дает 
a sin (Ё-+ В) + af соз (# + В) = 
= —ef [а cos (# + В), —а sin (¢ + В)]. (8.47) 


Умножая соотношения (8.45) и (8.47) на cos (Ё + В) и sin (¢ + В) 
соответственно и складывая полученные результаты, находим 


a = —esin (t + В) f [а соз (Е + В), 

—a sin (#-+ В)]. (8.48 

Далее, подставляя (8.48) в соотношение (8.45) и разрешая его от- 
носительно величины af, приходим к уравнению 


ap = —e cos (¢ + В) f [а cos (¢ + В), 
—a sin (¢ + В)]. (8.49) 


Заменяя функцию f ее рядом Фурье (8.8), перепишем теперь 
уравнения (8.48) и (8.49) в виде 


= —esin (¢+8)| fo(a) + $ 9+ nf) + 

+ 3 ga(a) sin (nt + "8, (8.50) 
af — —ecos(t+ 8) | fo(a) + $ fala) cos (nt + В) + 

+ x &n (а) sin (nt + 19). (8.51) 
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Используя известные тригонометрические формулы, преобразуем 
уравнения (8.50) и (8.51) к виду ° 


= — в/о) т +B) — = У fa (a) {sin [( + ПЕ 08 
n=1 


—sin [(n — 1)f + (n 0 =e V gala) {cos и — t+ 
n=1 
+ (1 — 1)B] — cos{(n + 1)¢ + (n + 08, (8.52) 
af = —efo(a) cos (t +B) — уе fa(a) {cos {(n + 1)é + (n+ 1) BI+ 
п=1 


со [п — ПЕ 08 — 5-2 У в (a) вии t+ 
п=1 


+ (a+ 1) 8] +- sin [(2 — 1)¢-+ (n — 1)8]}. (8.53) 


Как и в предыдущих случаях, в первом приближении мы сохра- 
няем только медленно меняющиеся слагаемые в правых частях 
(8.52) и (8.53). Эти слагаемые представляют собой члены, явно 
не зависящие от ¢. Таким образом, 


4 =— + egi (a), (8.54) 


ap = — ef, (a), (8.55) 


что полностью соответствует формулам (8.39) и (8.40), получен- 
ным с помощью метода многих масштабов. 


8.5. Приложения 


В качестве первого приложения рассмотрим уравнение Дюф- 
финга (4.7). В этом случае f =—u5, и формулы (8.39) и (8.40) 
принимают вид 

an 


a= > | 23053 фз ф@ф=0, © (8.56) 
0 
on 

ав’ = | acostodg == a (8.57) 


0 


точно такой же результат был получен нами в гл. 4. Интегриро- 
вание уравнений (8.56) и (8.57), как и других аналогичных соот- 
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ношений, рассматриваемых в этом параграфе, осуществляется 
с помощью соответствующих формул, представленных в $ A.3 
приложения А 

В качестве второго примера рассмотрим линейный осциллятор 
с затуханием, описываемый уравнением (5.2). В этом случае 
f = —24, и формулы (8.39) и (8.40) принимают вид 


on 
а’ = — .s | 2a sin? ф dp = —a, (8.58) 
6 
on 


ap’ = — 7 | 2a sin ф cos фаф= 0, (8.59) 
0 


что полностью согласуется с соответствующим приближением 
первого порядка, полученным в гл. 5. 
Рассмотрим теперь уравнение Рэлея (6.4). В этом случае 


f=a -—zH, и уравнения (8.39) и (8.40) принимают вид 


on 


, 1 1 1 1 
а --== | (—asing +3 @sin® <) sing dp =a — +a’, 
(8.60) 
1 НЫ 1 
Бе (—asing + = @518 $) созф4ф =0, 
(8.61) 


т.е. мы сразу приходим к результату, полученному в гл. 6. 

В качестве четвертого приложения рассмотрим уравнение 
(7.9). Это уравнение не содержит малого параметра явно. Вводя 
его с помощью соотношения и = ev, получаем 


d+ о- =00? + eau? = 0. (8.62) 
Таким образом, f = —a@,.v*, и система уравнений (8.39), (8.40) 
приобретает вид - 
д 
а’ = > fora? cos? g sin фаф = 0, (8.63) 
0 
1 21 
ap’ = on | 92а? cos’ фаф = 0. (8.64) 


0 


Аналогичный результат мы имели в гл. 7. Отметим, что влияние 


нелинейности на амплитуду и фазу в данном случае сказывается 
лишь во втором приближении. 
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В следующих двух примерах обратимся к рассмотрению не- 
аналитических функций f. В первом случае исследуем уравнение 


п-и=— ей |. (8.65) 
При этом f = —й|й|, и система уравнений (8.39), (8.40) записы- 
вается в форме 
1 2 
a’ = — = | asin?g|sing| dg, (8.66) 
0 
1 Qn 
ap’ = — = | а? sin pcos p|sin ф| dg. (8.67) 


0 


Для того чтобы выполнить интегрирование в (8.66) и (8.67), 3a- 
метим, что sing > 0 при О<ф<ли 5пф < 0 при л<ф< 
< 2п. Следовательно, в первом промежутке |$шф| = sin ф, 
а во втором |sin ф| = —sin $. Поэтому промежуток интегриро- 
вания в интегралах (8.66) и (8.67) мы разобьем на два, заменяя 
| sin ф| соответственно Ha sin фи —sin ф. Тогда уравнение (8.66) 
перепишется в виде 
м x м pid 
a’ = — 5 зп edo + J sin? фаф = 
0 x 


on 


ы | 
— 4— | sing — sin 39) dg +5 | (3 sing — sin 3$) dp = 


0 я 


i] 


Fe (3cos » — 7 cos 39) * _ (3054 — -4-cos 39) , 


или a= + a’. (8.68) 


Аналогичным образом, уравнение (8.67) представим как 
21 


x 
2 2 
ap’ = — Fx J sin*o cos pdp-+—— | sin? @ cos ф dp = 
0 7 


a Eg а; jaz 
=— sin? | + sz ИФ a? 


или ap’ = 0. (8.69) 
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' Из уравнения (8.69) имеем В = Во, где В, — произвольная по- 
стоянная. Уравнение (8.68) интегрируется с помощью разделе- 
ния переменных: 


da 4 

— я = ae Ty (8.70) 

1 4 4 
откуда ata Га = д et, (8.71) 
где с — постоянная интегрирования. В случае если а (0) = a, 
имеем с = —1/а,, и соотношение (8.71) принимает вид 

1 1 4 

eat oe 
откуда а=——. (8.72) 

14 an 2140 
д 
В заключение рассмотрим уравнение 

i+ u=—eu|ul. (8.73) 
В этом случае f = —и|и|, и уравнения (8.39) и (8.40) принимают 
BH, 

a i? 
a’ =z] 4? cos g| cos ф | sing dg, (8.74) 
0 
1 Qn 
ap’ = = | а? cos’ ф | cos Ф | dg. (8.75) 
0 

Заметим, что с0$ ф > 0 при —4- = <Ф< я и cos ф<0 


1 < 
при 5 л<ф< an. Так как подынтегральные функции в 


(8.74) и (8.75) периодичны с периодом 2л, то значения интегра- 

лов не меняются при сдвиге промежутка интегрирования. Поэтому 

мы можем заменить промежуток интегрирования [0, 2л] на про- 
1 3 р 

межуток [-= л, ==] и разбить этот новый промежуток на два, 

заменяя | соз ф| в первом случае на COs ф, а во втором на —COs ф. 

Таким образом, уравнение (8.74) можно переписать в виде 


2/2 32/2 


" a 2 a? 2 
a == | cos’ ф sin ф dp — 9 | cos? ф sin gdp = 
—H/2 пр 
зи а? 3 1/2 а? 3/2 
= п COS? ae бл na’ 


или a’ =0. (8.76) 
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Действуя аналогичным образом, уравнение (8.75) можно предста- 
вить в виде 


5 1/2 & 32/2 
1 a а 
ap’ = | 09 @ dp — = | cos’ ф4ф = 
—л/2 л/2 
л/2 3л/2 
а? а? 
== | (3cos p + cos 39) dp— = 1 (3 cos m + cos 39) dp= 
—л!2 n/2 
a? 1 nj2 a? 1 37/2 
=r ( 3sin ф + — sin 39) ee er (3 sing + = sin 3¢) № $ 
- 4 
или ap’ = 4. (8.77) 


Решением уравнения (8.76) будет а = ay =const. При этом если 
a 52 0, то из уравнения (8.77) имеем 


В = + QT, + Bo = > eta + Bo, (8.78) 


где В — произвольная постоянная. Тогда из формулы (8.41) 
следует, что в первом приближении 
u=aycos [ (1+ ие) + Bo] + +++. (8.79) 


Приведенные примеры показывают, что метод многих масшта- 
бов и метод усреднения могут эффективно использоваться для 
построения равномерно пригодных разложений первого порядка 
в случае слабо нелинейных колебательных систем. 


Упражнения 


8.1. Построить равномерно пригодные разложения первого порядка для реше- 
ний следующих уравнений: 


а) д-Ри-- ги|и| = 0, 
6) d+ и-- e (sin d+ 2,4) = 0, 
в) йа и-- e(sing+ pealal)=0, 
г) &@+ ut = (2щй 4- цой | # |) = 0, 
д) d+ ute Qa -- sin d+ рай |2 |) = 0. 
8.2. Рассмотреть свободные колебания системы, описываемой уравнением 


a+F(u)=0, 
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Fu) . | FW) 


F(u) 


Рис. 8.1. Упражнение 8.2. 


где функция F (и) задана графически на рис. 8.1 для трех различных случаев 
Показать, что в первом приближении 


и 2k 4 @с ae а 2 

а) of = 2 [aresin ( a ) + 7 (1--= ’ 
2k a az \1/2 

6) о-в arcsin ( =) + (:- +) ; 


в) of = fy — 2A, ) [мои (*)+% 1-4)". 


Qe 
a 


Глава 9 


УРАВНЕНИЕ ДЮФФИНГА 
СЛУЧАЙ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 


В отличие от пяти предыдущих глав, где мы имели дело только 
со свободными колебаниями, эту и последующую главы посвятим 
анализу вынужденных колебаний. Для того чтобы сравнить ука- 
занные два случая колебаний, обратимся к системе, которая уже 
исследована в одной из предыдущих глав, а именно к системе, 
описываемой уравнением Дюффинга (4.5), и попытаемся найти 
реакцию такой системы на синусоидальное внешнее воздействие. 
Иначе говоря, объектом нашего исследования будет уравнение 


т ря kyu = F* cos wt", (9.1) 


где F* и w* — постоянные величины. Как и в гл. 4, введем без- 
размерные переменные, используя для этого характерные мас- 
штабы времени Т* и длины U*, т. е. 


# us 
t= =, и =-.. 
Тогда уравнение (9.1) примет вид 
aT He 
Sh +e Mut БТИ =A coswtTt. (9.2) 


Выберем величину Т* таким образом, чтобы выполнялось со- 
отношение #Т*" = 1, или 


T+! 1 


Va 9” 
где wg — собственная частота соответствующей линейной задачи. 
Далее, положим 


epee * 
e=kTu®, Fat oxo ae. 
При этом уравнение (9.2) перепишется в виде ‘ 
й +u +t eu’ = F cos ot. (9.3) 


Отметим, что величина « представляет собой отношение: ча- 
стоты внешнего воздействия к собственной частоте соответствую- 
щей линейной системы. Ниже вместо уравнения (9.3) мы будем 
рассматривать более общее уравнение 


й +u+ 2ерй + eu® = F cos of, (9.4) 
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где и — некоторая положительная постоянная. При этом уравне- 
ние (9.4) учитывает дополнительно затухание колебаний под дей- 
ствием малой вязкости. 

В данной главе будем искать приближенное решение уравне- 
ния (9.4) с точностью до членов первого порядка малости по 2. 
Прежде всего построим прямое разложение и, исследовав его, 
найдем условия, при которых это разложение становится непри- 
менимым. Эти условия определят нам так называемые резонанс- 
ные значения частоты w. В $ 9.2 и 9.3, используя соответственно 
метод многих масштабов и метод усреднения, построим разложе- 
ния первого порядка для всех резонансных случаев с учетом сла- 
бого вязкого затухания. 


9.1. Прямое разложение 
Будем искать прямое разложение решения (9.4) в виде 
и (Ь 2) = ш (0 + ги. ()- .-... (9.5) 
Подстановка разложения (9.5) в уравнение (9.4) дает 


Шей | +++ Ниш + eu + +++ + 2ер (to ей |...) + 
- = (мо + eu, + +--+) =F cosat, 


или р 
бо up — Fcosot + = (ii + ш + 2 ро. |- up) +... =0. (9.6) 
Приравнивая нулю коэффициенты при =? и #, имеем 
lig + ш = F cos at, (9.7) 
ity + ш = —2рйо -- ud. (9.8) 


Уравнение (9.7) представляет собой линейное неоднородное урав- 
нение, так что его общее решение можно искать в виде суммы ре- 
шения соответствующего однородного уравнения и некоторого 
частного решения, определяемого видом правой части. Решение 
соответствующего (9.7) однородного уравнения может быть за- 
писано как 


Uo, одн = @ Cos (Ё + В), (9.9) 


где а и В — постоянные, а частное решение, согласно формуле 
(Б.69) приложения Б, имеет вид 


uo, = = Pox cos at. (9.10) 

Поэтому 
ш = acos (t + В) + 2A cos of, (9.11) 
rae A= + (1 — «2-1 Е. (9.12) 
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Подстановка (9.11) в уравнение (9.8) дает 
diy + и, = 2p [asin (tf + В) + 
+ 2Aq sin wt] — [a cos (f + В) + 
+ 2A cos wt]® = 2ра sin (¢ + В) + 
+ 4pAo sin wt — a® cos(¢ + В) — 
— 6a°A cos? (Е + В) cos wt — 
— 12aA? cos (# + В) cos? wt — 8A5 cos? wt. 
Далее, используя известные тригонометрические формулы (см 
приложение А), перепишем (9.13) в виде 
ii, + и = 2ua sin (t + В) + 4pAosin ot — cos (3¢ + 38) — 
(+ a? + бал») cos(t +f) — 2A%cos 3 wf — (63 + За?) cos of — 


(9.13) 


— 3 aA cos [(2 + 9) + 28} — 3 aA cos (2 — @) f + 28] — 
— Зал? соз [(1 -+ 20) f +B] — Зал? соз [(1 — 20) ++]. (9.14) 


Как и ранее, решение однородного уравнения мы включаем только 
в члены первого порядка. Поскольку уравнение (9.14) линейно, 
его частное решение может быть представлено в виде суммы част- 
ных решений, соответствующих отдельным слагаемым в правой 


части. Из формул $ Б.4 ие что 
uy, = —pat cos (t + В) ++ т sint a a7 & cos (3t + 3B) — 


— ez, af san?) 10 tsin(t +B) — 


A3 А 

pte ен 
а? А. 

чета cos (2 — 6) 1-28] + авто) x 


cos (1 + 20) f+ В + aae cos (1 — 20) + В]. (9.15) 


Подставляя выражения (9.11) и (9.15) в (9.5) и используя соотно- 


шение (9.12), получаем 
u=acos(t + В) + — Е cos wf +4 —pat cos (¢ + В) + 


+ tar sinot + gy a* cos (3¢ + 38) — 
a [a +e] tsin(¢ +8) — 


4 
Fs 
— Зи) 608 Sot — 


5 COS За — 


4.2. Метод многих масштавов ви 


- ar [a+ oer, cos wt -+ 

+ aa ae any 005 (2+ 0) f+ + 

я оо 2 — 6)! + + 

+ етеароу 6031 2) Е 

+ eT anrarSay C08 1 — 28) BI} +>. (9.16) 


Заметим, что наряду с секулярными членами разложение (9.16) 
содержит дроби, знаменатели которых могут оказаться весьма 
малыми. Такие члены разложения называют членами с малыми 
знаменателями. Если условиться считать частоты колебаний 
положительными, то малые знаменатели возникают в тех случаях, 
когда wo ~ 1, о ~ 0, w © 1/3 4 о = 3. Эти особые частоты назы- 
ваются резонансными. Таким образом, прямое разложение ста- 
новится непригодным по двум причинам: из-за наличия малых 
знаменателей и в результате появления секулярных членов. 

В случае когда w ~ 1, малые знаменатели появляются уже 
в главном члене разложения. Поэтому при w ~ | говорят о пер- 
вичном, или главном, резонансе. При w ~ 0, 1/3 или 3 малые зна- 
менатели появляются начиная с членов первого порядка. Резо- 
нансы, возникающие в этих случаях, называют вторичными. 
Продолжая прямое разложение до членов более высоких по- 
рядков, можно обнаружить и другие резонансы. Отметим, что 
появление того или иного резонанса зависит от характера нели- 
нейности системы. В общем случае резонансные частоты легко 
определяются путем анализа прямого разложения, как это сде- 
лано выше для уравнения Дюффинга. 

В следующих двух параграфах, используя метод многих мас- 
штабов и метод усреднения, построим равномерно пригодное раз- 
ложение первого порядка для решения уравнения (9.4), не содер- 
жащее секулярных членов или членов с малыми знаменателями, 
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Для того чтобы найти приближенное решение уравнения (9.4), 
свободное от дефектов типа секулярных членов или малых знамена- 
телей, необходимо различать случаи вторичных и первичных ре- 
зонансов. Рассмотрим их в отдельности, обратившись поначалу 
к исследованию вторичных резонансов. 


`9.2.1. ВТОРИЧНЫЕ РЕЗОНАНСЫ 


В этом случае @ отстоит достаточно далеко от |, и малые дели- 
тели появляются впервые в членах порядка г. В дополнение 
к быстрому времени Ту = { введем так называемое медленное 
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время 7, = et. При этом производные по { преобразуются в выра- 
жения вида 


= = +ер, + ..., 


ar = Di + 2DDi +++, 


где D, = 0/0T,. Поскольку физическое время # входит в исходное 
дифференциальное уравнение явным образом, естественно воз- 
никает вопрос, через какую переменную, Ту или Ти, оно должно 
быть выражено. Чтобы ответить на этот вопрос, попытаемся выяс- 
нить, в каких случаях зависимость от времени ¢ является быстрой 
и в каких — медленной. В уравнении (9.4) такой проверке под- 
лежит член cos wt. Если частота w достаточно далека от нуля, 
cos wt оказывается быстро меняющейся функцией, и мы пишем 


cos wt = cos ®То, (9.17) 
представляя ¢ через То. С другой стороны, если w == 0, функ- 
ция Cos wt будет медленно меняющейся. В этом случае пишем 


® = 20, reo = О (1), чтобы выразить явно тот факт, что частота w 
мала. Тогда имеем 


cos wt = cos oef = cos oT), (9.18) 
тем самым { представляется теперь через Т!. Таким образом, слу- 
чай_ © ~ 0 требует, по-видимому, специального рассмотрения. 


Если значение @ оказывается достаточно далеким от нуля, 
уравнение (9.4) можно преобразовать к виду 


Dou + 2eDoDiu + 2epDou + --. Ни г? = Рсоз@То. (9.19) 
Будем искать приближенное решение уравнения (9.19) в виде 
и = и (To, T;) + ги: (То, Т,) + +++. (9.20) 


Подставляя разложение (9.20) в (9.19) и приравнивая коэффи- 
циенты при одинаковых степенях е, получаем 


О?ио -- ш = F cos wT o, (9.21) 
Dour ++ ш = —DpDj uy — 2pDouy — из. (9.22) 


Общее решение уравнения (9.21) может быть представлено 
либо в действительной форме 


Uy = a(T,) cos [Ту + В (Т!) | + 2A cos wT), (9.23) 
либо в комплексной 
ш = A(T, ее + AeioTs + (к. с.), (9.24) 


где А=-- 8, A= To ; (9.25) 
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При этом уравнение (9.22) принимает вид 
Бош + uy = —-21(A’ 4 pale’? + 2i(A вА)е “ — 
— 2ipwAeoTe + QinmAe—Ts — [AeiTo + Дег®Ть + 


+ Де- Те +. Лей], 
или 


Би + ш=-— [2i(A’ + pA) + 3(AA 4 2A?) Ale’? — 
— (2ivw + 6AA + ЗА?) AeioTo — Ade3!To — Ade3toTs — 
— ЗА?Ле! 2+0) Te — ЗА?Ле! (®—2) То — BAA! (+20) To — 
— 3A Are! (I-20) То + (к. с.). (9.26) 


Как указано в предыдущем параграфе, частное решение уравне- 
ния (9.26) содержит секулярные слагаемые и члены с малыми зна- 
менателями при @, близких к 3, 1/3 и 0. Рассмотрим эти случаи 
каждый в отдельности. 


Случай ® ~ 3 


Для того чтобы отразить близость безразмерной частоты © 
к 3, введем так называемый параметр расстройки o = О (1), 
определяемый соотношением 


o =3-+ 60. (9.27) 
Подстановка (9.27) в уравнение (9.26) дает 
Пу + ш = — [24° QipA -+ ЗА?А + бАЛ?] e'7? — АЗе\Ть — 
— (Фщо + 6 АА + 3A2) ЛемТеоет, — ДЗеитьоеть — 
— ЗА2ЛеыТо+10еТо — ЗА2Ле!То+10еТь — ЗАД Л2еТо-еТ, — 
— ЗАА?е 5 Ть—2оеТо + (к. с.). (9.28) 


Возникающие при этом в правой части уравнения (9.28) произве- 
дения eT, следует выразить через медленную переменную 7, = 
= ЕТо. Поэтому уравнение (9.28) переписывается в виде 


Dour + ш = —[—2iA’ + 2ipA + 347A + ВАЛ? е'"* — 
— [43+ (Qipw + 6AA + ЗА?) AetoTs]e3To — AdesoT1e9/To — 
— ЗА2ЛеоТ,еыТо — ЗА2ЛеоТ.еТь — ZA A2@2OTg7/T, — 
— ЗАЛ?е—210Т:е—5Ть 4 (к. ¢.). ° (9.29) 


Следует отметить, что введение параметра расстройки с по- 
мощью соотношения (9.27) привело к преобразованию слагаемого 


—3A"A exp [i (® — 2) Tol, 
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которое определяло собой появление члена с малым знаменателем 
в прямом разложении, к виду 


—3A?A exp (20 Т,) exp (iT), 


которому соответствует секулярный член относительно перемен- 
ной То. Подобный подход является общим для всех случаев, когда 
возникают члены с малыми знаменателями: с помощью параметров 


расстройки их преобразуют к виду, порождающему секулярные 
члены. 


Потребовав теперь, чтобы решение и; не содержало секуляр- 
ных слагаемых, из уравнения (9.29) получаем 


QiA’ + 2% А + 342A + GAA? + ЗА?Лет, — 0. (9.30) 


Заметим, что нет необходимости выписывать все члены в правой 
части (9.28) и (9.29). Нужно учитывать лишь те слагаемые, кото- 
рые порождают в разложении секулярные члены или члены с ма- 
лыми знаменателями. Как и ранее, введем на этом этапе экспо- 
ненциальное представление (9.25). В результате получим 


ia’e'® — аВ’е!в + паев + + aveib + ЗаА?е!в + 
+ 3 ле (67-2) = 0. (9.31) 


Прежде чем отделить вещественную и мнимую части уравнения 
(9.31), умножим его Ha exp (—18'), с тем чтобы избавиться от экс- 
поненциальных множителей у величин а’и В". Этот прием значи- 


тельно упрощает результирующие уравнения. Действительно, 
умножение (9.31) на exp (—18') дает 


ia’ — a’ + ша + 3 a9 4 3aA? -- За Ле (67-8) = 0, (9.32) 


В уравнении (9.32) только один член содержит экспоненциальный 
множитель. Используя формулу Эйлера exp (10) = cos 0 + 
+ isin 0, переписываем (9.32) в виде 

ia’ — af’ + ipa +2 а* + За? + 


+ 4 aA [cos (oT; — 38) + i sin (oT; — 38)] =0, 
HAWK 


i [a’ + ва + Sata sin (oT, — 38)] — af’ -+ 
+ Za? За 4+ 4 aA cos (67; — 3) = 0. (9.33) 


Поскольку комплексное выражение равно нулю тогда и только 
тогда, когда равны нулю его вещественная и мнимая части, со- 
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отношение (9.33) эквивалентно системе двух уравнений 


a’ = —pa — = а*А sin(oT, — 3), (9.34) 


af’ = Зал? + 3 a*A cos (oT, — 38). (9.35) 


Уравнения (9.34) и (9.35) являются искомыми уравнениями, опи- 
сывающими модуляцию амплитуды и фазы того слагаемого в ре- 
шении, которое определяет форму свободных колебаний. 

Подставляя (9.23) в разложение (9.20) и вспоминая, что Ту = Ь 
получаем 


и = acos (t+ В) + 2A cos wt + О (2), (9.36) 


где а и В определяются уравнениями (9.34) и (9.35). Поскольку 
медленное время 7; входит явно в уравнения (9.34) и (9.35), эта 
система называется неавтономной. Представляется удобным исклю- 
чить явную зависимость OT Т:, тем самым преобразовав уравне- 
ния (9.34) и (9.35) в так называемую автономную систему. Этого 
можно добиться, введч новую зависимую переменную y по формуле 


y = oT, — 3В. (9.37) 
При этом 
у’ =o — ЗВ’. (9.38) 
Подстановка (9.37) в уравнение (9.34) дает 
a’ — ва — aA sin y. (9.39) 


Подставляя теперь уравнение (9.35) в (9.38) и используя (9.37), 
получаем 


ay’ = oa — дал? — + as — ел cos 7. (9.40) 
Из формулы (9.37) также следует, что 


1 1 1 1 
В= 5 0% — у = 3-01 — 5-1. 


Поэтому разложение (9.36) можно переписать в виде 
1 1 
u=acos (¢ + eot — > т) -Е 2A cos at -+ О (e), 


что в свою очередь, с учетом соотношения (9.27), может быть 
представлено как 


u=acos (+ of —y) + 2A cost + 0(). (9.41) 


Таким образом, в первом приближении решение и дается разложе- 
нием (9.41), в котором величины а HY определяются из автоном- 
ной системы уравнений (9.39), (9.40). 
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Рис. 9.1. Зависимости величин а и Y от времени #, полученные в результате 
численного решения уравнений (9.39)— (9.40) при е = 0.1, = У0.08, p= 
=: 0.1, <= 1.0, а (0) = 1.0 иф (0) = 1.0. 


На рис. 9.1 представлены зависимости а и \ от медленного вре- 
мени 7}, полученные с помощью численного интегрирования си- 
стемы (9.39), (9.40). На начальном участке кривые а и 7 имеют коле- 
бательный характер, однако по мере возрастания Т; они стре- 
мятся к некоторым постоянным значениям. Эти постоянные зна- 
чения обычно называют стационарными или установившимися. 
При этом возможны два случая: установившееся значение ампли- 
туды будет либо равно, либо не равно нулю. При ненулевой ам- 
плитуде установившихся колебаний член, соответствующий сво- 
бодным колебаниям, является периодическим с частотой, равной 
в точности /3, т. е. одной трети частоты внешнего воздействия. 
О таком разонансе говорят как о субгармоническом резонансе 
на частоте одна треть. В этом случае решение и, т. е. установив- 
шаяся реакция колебательной системы на возмущение, оказы- 
вается периодическим. 

Для нахождения этой установившейся реакции нет необхо- 
димости численно интегрировать систему (9.39), (9.40), описываю- 
щую изменение а и 7. Вместо этого используем тот факт, что ам- 
плитуда и фаза в стационарном режиме постоянны, и, следова- 
тельно, а’ = 0 uy’ = 0. В результате система (9.39), (9.40) при- 
мет вид 


—3pa = + @A sin y, 
a van (9.42) 
oa — 9a? — —- a8 = —- aA cosy. 


Возводя каждое из уравнений (9.42) в квадрат и складывая полу- 
ченные результаты, а также учитывая тождество 


sin? у + cos? у = 1, (9.43) 
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получаем 
Oya? + (o — 9A? — + a)” a= + ah’, (9.44) 


При этом из уравнения (9.44) следует, что а либо равно нулю, 
либо удовлетворяет уравнению 


Эр? + (o — Эл? — + a)’ = ааа. 
Таким образом, 
д 16 


at — 48 (g — 22 a2) at 4-H (yu? + (6 — АН =0, (9.45) 


и поскольку (9.45) представляет собой квадратное уравнение от- 
носительно a”, его решения можно представить как 


2 8 1/2 
’ 


a= ( - a) + [(o — =P at)? — 9? — @— 9A) | 
или 
В 208). 


Соотношение (9.46) называют обычно амплитудно-частотной ха- 
рактеристикой. 

Из (9.46) следует, что для существования вещественных ре- 
шений подкоренное выражение и первое слагаемое в правой части 
этого равенства должны быть положительными, т. е. 


=p At (20 —-F At) =, o> 7 №. 
63 
4 


20 


15 


0 5 6 9 12 р 
в/и | 
Рис. 9.2. Области, где существуют субгармонические характеристики системы. 
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5.0 


3.0 


2 4 6 8 0 1 4 6 В 
Е 


Рис. 9.3. Субгармоническая характеристика для уравнения Дюффинга: ампли- 
туда свободных колебаний в зависимости от: а) параметра расстройки, 6) ампли- 
туды возбуждения. 


Таким образом, нетривиальные решения существуют только в том 
случае, если выполняются неравенства 

с 02 1/2 63A2 с 0? 1/2 

(55 63) < Sh + (= 63) 7 
Область, описываемая этими неравенствами, изображена на 
рис. 9.2. На рис. 9.3a приведено несколько амплитудно-частот- 
ных кривых, а на рис. 9.36 показана зависимость амплитуды a 
от амплитуды возбуждения. 

Заметим, что, хотя частота возбуждения втрое больше собст- 
венной частоты системы, амплитуда отклика оказывается довольно 
большой. Например, весьма сильные колебания отдельных частей 
самолета могут возникать при работе его двигателя с угловой ча- 
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стотой, намного превосходящей их собственные частоты. Изве- 
стен такой случай, когда вращение винтов самолета одной авиа- 
компании послужило причиной возбуждения субгармонических 
колебаний порядка + в крыльях, которые в свою очередь инду- 
цировали колебания руля поворота порядка + При этом коле- 
бания оказались настолько сильными, что самолет разрушился. 


> 1 
Случай @ == > 


Для того чтобы отразить близость @ к —, введем парамет 
3 р 

расстройки в, определив его равенством 
30 = 1+ вв. (9.47) 


Как указывалось ранее, нет необходимости заменять величину ® 
на | + во во всех членах уравнения (9.26). Замену следует про- 
вести только в тех членах, в которых возникают малые знамена- 
тели, Т.е. в членах —ЛЗехр (+3i@7)). С этой целью запишем 


ЗоТь = (1 + вв) T) = To + оа=Ть = То + 07;. (9.48) 
Далее, преобразуем уравнение (9.26) к виду 
Раш +- ur = — [2:А°-- 2. А + 6A7A + 347A] e!7* — 
—AS8eloTie!To + (к. с.) -- (H. С. Ч.), (9 49) 


где символом (Н. С. Ч.) обозначены невыписанные члены правой 
части, которые не служат источником секулярных членов. Тре- 
бование отсутствия секулярных членов в решении и: дает 


2i(A’ + pA) -+ 6A2A 4- ЗАЗА ++ АзегоТ: = 0. (9.50) 


Обратимся вновь к экспоненциальному представлению (9.25) 
и перепишем условие (9.50) в виде 


ia’ eB — af’e!8 + шаеВ +. 3 а3еВ + ЗА?Ае!В 1 ЛЗе!оТ: = 0. (9.51) 


Умножая (9.51) Ha exp (—if) с тем чтобы оставить лишь один член 
с соответствующим экспоненциальным множителем, получаем 


ia’ — af’ + ina + Эа ЗАа + Ave! от, = 0, 


или 
ia’ — af’ + ша 4-2 a? + 3A%a + 
+ А? со$ (o7; — В) + iA sin (07; — В) = 0. (9.52) 
Отделяя вещественную и мнимую части, имеем 
а’ = —pa — АЗ sin (oT, — В), (9.53) 


ap’ = 3A%a + За? + Аз со8 (oT; — В). (9.54) 
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Рис. 9.4. Зависимости величин аи) от 7y, полученные с помощью числен- 
ного решения уравнений (9.57)— (9.58) при г = 0.05, а = 0.1, Л = 1.0, в=0.1, 
а (0) = 1.1 иу (0) = 2.5. 


Как и в предыдущем случае, преобразуем систему уравнений 
(9.53), (9.54) в автономную, вводя замену переменной | 


у = ОТ, — В. (9.55) 
Тогда 
y =a—f'. (9.56) 
Подстановка (9.55) в уравнение (9.53) дает 
а’ = —ра — A8 sin y, (9.57) 


а подстановка (9.54) в (9.56) с использованием (9.55) приводит 
к уравнению 


ay’ = ва — ЗА?а — +a — A cos y. (9.58) 
Исключая величину В из (9.23) и (9.55), находим 
и = acos (То + oT; — %) + 2A cos «То, 
или Ug = а 0$ (t + eat — y) + 2A cos ot. (9.59) 
Наконец, подставляя (9.59) в разложение (9.20) и используя 
(9.47), приходим к окончательному выражению: 
и = асоз (30Ё — y) + 2A cos wt + О (2). (9.60) 


Таким образом, в первом приближении решение и дается форму- 
лой (9.60), в которой величины а и 7 определяются из системы 
(9.57), (9.58). 

На рис. 9.4 представлены кривые изменения амплитуды а 
и фазы y в зависимости от медленного времени Tj, полученные 
с помощью численного интегрирования системы (9.57), (9.58). 
На начальном участке эти кривые имеют колебательный характер, 
однако по мере увеличения 7, амплитуда и фаза стремятся к по- 
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стоянным значениям. Как и в предыдущем случае, эти постоян- 
ные значения называют стационарными или установившимися. 
Из уравнения (9.60) следует, что установившийся отклик системы 
на внешнее воздействие является периодическим. При этом для 
определения установившегося отклика нам вновь не нужно чис- 
ленно интегрировать систему (9.57), (9.58). Поскольку в установив- 
шемся режиме а и \ оказываются постоянными, то, полагая a’ = 0 
и 7’ = 0 в уравнениях (9.57), (9.58), получаем 


— на = A8sin y, (9.61) 
ва — ЗА?а — fa = AScos y. (9.62) 


Возводя в квадрат обе части уравнений (9.61) и (9.62), складывая 
полученные результаты и используя (9.43), получаем следующее 
кубическое уравнение относительно а”: 


pea? + (в — ЗА* — = AS. (9.63) 
Это уравнение, как и (9.46), называется амплитудно-частотной 
характеристикой. При известной амплитуде а фаза y может быть 
найдена из любого из уравнений (9.61), (9.62). При постоянных 
a член, соответствующий свободным колебаниям, имеет ча- 
стоту, равную 3, т. е. утроенной частоте внешнего воздействия. 
О таком резонансе говорят как о супергармоническом резонансе 
порядка три. 

На рис. 9.5 приведена одна из характерных кривых реакции 
системы, т. е. зависимости амплитуды а от амплитуды внешнего 
воздействия. Отметим, что изгиб этой кривой обусловлен нелиней- 
ностью возвращающейся силы, причем этот изгиб приводит к воз- 
никновению так называемого срыва колебаний. Чтобы пояснить 
сказанное, представим себе, что мы исследуем колебания системы 
при фиксированной частоте (т. е. при постоянной в) и медленно 


Рис. 9.5. Скачок субгармонической характеристики для уравнения Дюф- 
финга. 
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меняющейся амплитуде возбуждения (т. е. F или Л). Если коле- 
бания начинаются при малом значении Л, соответствующем точ- 
ке A, а затем A медленно увеличивается, то амплитуда а будет 
медленно возрастать вплоть до точки В. При дальнейшем увели- 
чении Л происходит скачок из точки В в точку С с соответствую- 
щим возрастанием амплитуды а, после чего она начнет плавно убы- 
вать с увеличением Л до точки Е. Дальнейшее увеличение Л 
приводит к новому плавному нарастанию амплитуды. Если коле- 
бания начинаются в точке Е и Л уменьшается, то амплитуда нач- 
нет медленно возрастать, изображающая точка будет переме- 
щаться через точку С и далее по верхней ветви вплоть до точки О. 
При дальнейшем уменьшении Л происходит скачок из точки D 
в точку А (резкое уменьшение a), после чего амплитуда вновь бу- 
дет плавно уменьшаться с уменьшением Л. Заметим также, что 
режим, соответствующий пунктирной линии BD, не может быть 
реализован ни при увеличении, ни при уменьшении Л. Следова- 
тельно, этот участок кривой соответствует неустойчивому режиму. 


Случай ® ~ 0 
В этом случае, как указывалось ранее, функцию Cos wt надо 
выразить через переменную 7, с помощью соотношения (9.18). 
При этом уравнение (9.19) принимает вид 
Рзи + 2eDoDiu ++ 2epDou + ++ + и - ви? = Е созоТи. (9.64) 


Подставляя разложение (9.20) в (9.64) и приравнивая коэффи- 
циенты при одинаковых степенях & в обеих частях этого уравне- 
ния, получаем 


Diuo + ш = РсозоТ\, (9.65) 
Diu + y= —2D Duy aes 2pDouo — и. (9.66) 


Общее решение уравнения (9.65) может быть представлено 
в виде 


Uy = Ae!Te 4 Ae—iTe + Е соз ОТ. (9.67) 
Тогда уравнение (9.66) переписывается как 
Dou + ш = —21 (A’ + pA) e'7* + 24 (A’ + вА)е * — 


— [Аеть + Ae-iTs +. F созоТ}, 
или 


и uy = —2i (A’ + рА)е"* — АЗе Те — ЗА Ае 
— ЗЕ? cos? oT, Ае!Т‹ — ЗЕ А? cos оТле? То — 


—3FAA cosoT, — ae cos*o7,-++ (к. с.). (9.68) 


Исключая секулярные члены из решения и:, имеем 
QiA' + 24 А + 3424+ 3F2A cos?oT, = 0. (9.69) 
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Представление А в форме (9.25) дает 
ia’eB — аВ’еВ + ipae’B + = ее + 3 Рае cos? o7, = 0, 
или 
ia’ — af! + ipa + a? + 3 Ра со оТ, =0. (9.70) 


Отделяя в соотношении (9.70) вещественную и мнимую части, при- 
ходим к системе 
a’ = — ра, (9.71) 


ap’ = 2 a? + 3 Расоз оТ,. (9.72) 
При этом из уравнения (9.71) следует, что 
а =a, (9.73) 


где dy — произвольная постоянная. Далее, из уравнения (9.72) 
следует, что 

В = 4 age MTs -|- 4. Е? cos’ oT}, 
или 

B= Safe 4 3 P43 FP cos 2071, (9.74) 
откуда после ыы" получаем 


в=—— sie age PMT 4. 3 РТ, + 32 sin 207, ++ Bo, (9.75) 


где В — произвольная постоянная. Подставляя (9.67) в разло- 
жение (9.20) и используя показательное представление (9.25), 


находим 
и=асо$ (То + В) + ЕсозоТ, + О (е). (9.76) 


Наконец, подставляя (9.75) в (9.76) и используя соотношения 
То =Ь Т, = et 1 о = eo, перепишем (9.76) в виде 


u=ae "№" cos [( +3 2): cs, sig ae + 


зп Qat + Bo] Е Feoswt + O(). (9.77) 


Покажем теперь, что разложение (9.77) может быть получено 
как частный случай общей зависимости при ®, отличных от 1. 
Для этого заменим частоту ® в последних членах правой части 
уравнения (9.26) на величину 0, в результате чего получим 


Ош + ш = — [2iA’ + 2. А + 347A -|- 6А?А] ее — 


—ЗАЛЗейТь [e279 + е Тв] + (к. с.) + (Н. С. Ч.). 
(9.78) 
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Исключение секулярных членов из решения уравнения (9.78) 
дает 


QiA' + 2ipA + ЗА?А + 6A2A + 6АЛ? cos 207, = 0. (9.79) 


Поскольку ® = €0, то из (9.25) следует, что Л ~ F/2. Тогда co- 
отношение (9.79) принимает вид 


2A’ + Эф А + ЗАЗА + 3 ЕЗА (1 + cos 20Т,) = 0, 


или QiA' + 2щА + ЗА?А + ЗР?А cos?oT, =0, (9.80) 
что полностью совпадает с условием (9.69). 


9.2.2. ПЕРВИЧНЫЙ РЕЗОНАНС 


В случае первичного резонанса w ~ 1, и члены с малыми 
знаменателями появляются непосредственно в слагаемых по- 
рядка О (=°) прямого разложения (9.16). Следовательно, и, будет 
резко возрастать при w — 1. Однако при этом все большую роль 
начинают играть нелинейное слагаемое в возвращающей силе и 
член, описывающий затухание, что приводит к изменению поряд- 
ков, приписываемых различным членам в уравнении (9.6). Более 
того, «частное решение» и «решение однородного уравнения» 
сливаются, так что их нельзя отличить друг от друга. В этой си- 
туации для нас существуют две возможности. Первая из них со- 
стоит в том, чтобы перенормировать нелинейный член и член, опи- 
сывающий затухание, так, чтобы они имели порядок =? и тем са- 
мым компенсировали эффект первичного резонанса на частоте воз- 
буждения. Однако этот путь приводит к уравнению 


tig + шо + 2АРишо + ug — Есоз ®То = 0, (9.81) 


совпадающему с исходным нелинейным уравнением. Вторая воз- 
можность заключается в перенормировке внешнего воздействия, 
с тем чтобы неоднородность появлялась в членах порядка а, 
т.е. одновременно с нелинейностью и затуханием. Первый член 
разложения оказывается при этом величиной порядка = и описы- 
вается линейным уравнением. Именно такой подход, пригодный 
для слабо нелинейных систем, применяется в этой книге. Чтобы 
воспользоваться им в данном случае, положим F = ef и перепи- 
шем уравнение (9.4) в виде 


ii + и- 2epa + eu® = ef cos of. (9.82) 


При ®, близких к 1, первые два члена прямого разложения 
(9.16) имеют примерно одинаковую частоту, так что слагаемое 
а соз (Е - В), описывающее свободные колебания, «сливается» 
с реакцией на внешнюю силу F (1 — 6?)-1 cos wt. Этот факт оп- 
равдывает перенормировку, проведенную в уравнении (9.82). 

Для того чтобы получить приближенное решение уравнения 
(9.82), введем переменные Ту =Ёи Т, = ef и представим Cos wt 
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как Cos ®Ть. Тогда, как и в предыдущих случаях, уравнение (9.82) 
примет вид 
Diu + 2eDoDyu -+ 2epDou + u + +++ + eu? = ef cos То. (9.83) 
Решение уравнения (9.83) будем искать в виде 
и = Up (To, Т!) + ги (To, Ti) + ++ (9.84) 


Подставляя разложение (9.84) в (9.83) и приравнивая коэффи- 
циенты при одинаковых степенях € в обеих частях этого уравне- 
ния, получаем 


Diu + uo = 0, (9.85) 
Баш + ш = —2DpDitg — Зиошо — ug - fcoswTo. (9.86) 
Общее решение уравнения (9.85) можно представить как 
Uy = A(Ty)e!Te + А (Ty) e~!7e, (9.87) 
При этом уравнение (9.86) переписывается в виде 
Раш Е uy = —2i (A’ + вА)е"° + 2i(A’ + вА)е “Т* — 
— (Аеть + Ae-iTe)s + felore + + fetor, 
ИЛИ 
Баш + ш = — (2:А’-- ЖА + ЗА?А) е'Т° — АЗеМТь 4 
ет + (к. ©.). (9.88) 


Поскольку мы рассматриваем случай w ~ 1, то, введя параметр 
расстройки по формуле 


o = 1+ 60, (9.89) 
получим 


©®То = (1 + 0) Ть = Ty) + оёТь = Ty + оТ.. (9.90) 
Подстановка (9.90) в уравнение (9.88) дает 


Баш + ш = — (2iA’ ++ 2 А + ЗА? А) e'7? — АЗеМТо 4 
++ feist ete + (к. с.). (9.91) 


Требование отсутствия секулярных членов в решении этого урав- 
нения приводит к условию 


QA’ + А 4 ЗАЗЯ — + fetoT: = 0. (9.92) 


Представляя А в форме (9.25), переписываем соотношение 
(9.92) в виде 


ia’eiB — ap’e!B + inae!B 4- 3. а3ев — + feioT:s —0, 
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ty 


bd 
I; 
Рис. 9.6. Зависимости величина и Y OT Tj, Ronydennele B arp iy числен- 
ного решения уравнений (9.98)— (9. 99) при e= 0. pe = 0.05, f= ‚ в = 0.1 
а (0) = 11 и у (0) = 0.5 
ИЛИ 
ia’ — af’ + ша + + a — + Гсоз(оТ, — f)-— +i sin (07; — В). 
(9.93) 


Отделяя вещественную и мнимую части в соотношении (9.93), 
приходим к системе уравнений 


a! = —ва-+ 5 fsin(oT, — В), (9.94) 
ap’ = За? — + fos (67: — В). (9.95) 


Как и раньше, преобразуем систему (9.94), (9.95) в автоном- 
ную, вводя новую неизвестную 


y = ОТ, — В, (9.96) 
при этом 
y =o—Ff'. (9.97) 
Подстановка (9.96) в (9.94) дает 
a’ =—pa+ si sin. (9.98) 


Подставляя выражение (9.95) в (9.97) и используя (9.96), полу- 
чаем 
ay’ = ва — 4a + + feosy. (9.99) 
Подстановка формы (9.25) в решение (9.87) приводит к выражению 
Up = acos (То + В). 
При этом из разложения (9.84) следует, что 
= acos (Ty + В) НО (?). 
Учитывая формулы (9.89), (9.96), а также равенства 7, =Ёи 
T, = et, перепишем последнее разложение в виде 
: и = acos (wt — y) + O (e). (9.100) 
Ha рис. 9.6 представлены зависимости амплитуды а и фазы 7 
от переменной 7, полученные с помощью численного интегриро- 
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вания системы уравнений (9.98) и (9.99). При этом поведение кри- 
вых аи 1 оказывается аналогичным их поведению в случае вто- 
ричных резонансов. При Т, > co аи Y стремятся к предельным 
значениям, которые можно найти из решения системы уравнений 


ра => fsiny, (9.101) 
—oa +2 a= feosy. : (9.102) 


Возводя соотношения (9.101) и (9.102) в квадрат и складывая по- 
лученные результаты, приходим к кубическому уравнению от- 
носительно величины 4? вида 


pa? ++ (‹ of Sat) a =+ в. (9.103) 

Уравнение (9.103) определяет зависимость а от с, обычно назы- 
ваемую амплитудно-частотной характеристикой системы. Такое 
же название носит и кривая, изображающая эту зависимость. 
На рис. 9.7 представлена типичная амплитудно-частотная 
характеристика. Резкое искривление этой характеристики при- 
водит к явлению срыва. Поясним его, как и в предыдущем случае, 
с помощью мысленного эксперимента, в котором амплитуда внеш- 
него воздействия поддерживается постоянной, а частота (и, сле- 
довательно, о) медленно изменяется, возрастая или убывая по 
сравнению с собственной частотой линейной системы. При этом 
в ходе эксперимента будем следить за амплитудой гармонического 
отклика. Пусть начальная частота соответствует точке / на кри- 
вой, изображенной на рис. 9.7. При уменьшении частоты в умень- 
шается, и амплитуда а медленно возрастает, следуя участку кри- 
вой /—2—3. При дальнейшем уменьшении параметра расстройки 
происходит скачок из точки 3 в точку 4, сопровождающийся уве- 
личением амплитуды, после чего с дальнейшим ростом в ампли- 
туда начинает медленно убывать. Если колебания начинаются 
B точке 5 и O увеличивается, амплитуда а будет медленно возра- 
стать, следуя участку кривой 5—4—6. При достижении точки 6 
происходит срыв — резкое уменьшение амплитуды до значения, 


Рис. 9.7. Скачок в первичиом резонансе для уравнения Дюффинга. 
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Рис. 9.8. Скачок в первичном резонансе для уравнения Дюффинга. 


соответствующего точке 2, а затем медленное убывание амплитуды 
с ростом частоты. Максимальная амплитуда, соответствующая 
точке 6, достигается только при подходе к этой точке со стороны 
низких частот. Участок амплитудно-частотной характеристики 
между точками $ и 6 соответствует неустойчивым движениям и, 
следовательно, не может быть воспроизведен экспериментально. 

Явление срыва может наблюдаться и в случае, когда колеба- 
ния возбуждаются при фиксированной частоте внешнего воздей- 
ствия © и медленно меняющейся амплитуде /. Предположим, что 
колебания начинаются в точке / на кривой, изображенной на 
рис. 9.8. При увеличении f амплитуда а будет медленно возрастать 
вплоть до точки 3. При дальнейшем увеличении f происходит ска- 
YOK из точки 3 в точку 4, а затем увеличение амплитуды а с ро- 
стом f. При обратном ходе процесса изображающая точка следует 
участку кривой 5—4—6, а в точке 6 происходит срыв в точку 2. 
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Применение к рассматриваемой задаче метода усреднения также 
требует отдельного рассмотрения первичных и вторичных резо- 
нансов. Мы начнем со второго случая. 


9.3.1. ВТОРИЧНЫЕ РЕЗОНАНСЫ 


Как известно, при использовании метода усреднения первый 
щаг состоит в том, чтобы ввести вместо искомой функции и две 
новые зависимые переменные — амплитуду и фазу свободных ко- 
лебаний системы, а затем воспользоваться идеей вариации по- 
стоянных. Итак, при = = 0 общее решение уравнения (9.4) имеет 
ВИД 

и = acos (Е + В) + 2A cos of, (9.104) 


rye аи В — произвольные постоянные, а A определяется форму- 
лой (9.12). Дифференцирование выражения (9.104) по ¢ дает 


й = —asin (t + В) — 2Ло sin ot. (9.105) 


При = 520 мы вновь представим решение в форме (9.104) 
и подчиним его условию (9.105), но при этом будем считать а 
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и В функциями Е. Дифференцирование выражения (9.104) по ¢ 
в этом случае дает 


a = —a sin (Е + В) + 4 cos (Е + В) — 


— af sin (¢ + В) — 2Aq sin of. (9.106) 
Сравнивая формулы (9.105) и (9.106), находим 
4 cos (Ё + В) — af sin (t + В) =0. (9.107) 


Далее, дифференцируя (9.105) no ¢, получаем 
й = —acos(t + В) — a sin(t + В) — aBcos(¢ + В) — 2Aw? cos wt. 
(9.108) 
Подставляя соотношения (9.104), (9.105) и (9.108) в (9.104), имеем 
—ас0$ (t -+ В) — a sin(t + В) — ав соз (#- В) — 2A? cos wt — 
— 2ера sin (t+ В) — 4ерол sin wt -|- а cos (¢ + В) + 
+ 2A cos wt ++ e[acos (# -- B)-+ 2A cos wt] = F cos ot. 
(9.109) 
Поскольку, согласно формуле (9.12), 2A = (1 — w)"!F, соотно- 
шение (9.109) сводится к уравнению вида 
a sin (t + В) + ав cos (1 - В) = —2ep [asin (# +B) + 
++ 2wA этой + e[acos (¢ + В) + 2A cosai]’. 
(9.110) 
Умножая (9.107) на cos (# + В), а (9.110) — на sin (¢ + В) и скла- 
дывая результаты, получаем 
4 = —2ер sin (Е + В) (а sin (Е + В) + 2@A sin wt] + 
+ esin(t - В) [а соз (Е + В) + 2A cos wt]®. (9.111) 
Подставляя (9.111) в уравнение (9.107) и разрешая ero относи- 
тельно аВ, имеем 
ав = —2eu cos(¢ + В) [asin (2 -- В) + 20A sin of] + 
+ ecos (¢ + В) [а соз (Е + B) + 2A cos wf]. (9.112) 
Таким образом, задача свелась к решению системы уравнений 
(9.111), (9.112) вместо уравнения (9.4). 
Возводя в куб последние члены в уравнениях (9.111) и (9.112), 
перепишем эту систему в виде 
й = —2ep sin (¢ + В) [asin (Е + В) + 2A sin of] - esin(t ++ В) x 
X [43 cos® (t + В) + ба?Л cos?(t ++ B)cosmt + 12aA?cos (t -- В) X 
Х cos? wt + 83 cos? wf], (9.113) 
ав = —2ep cos (t + В) [а sin (t +f) + 20A sin wt] + = cos (t +B) x 
X [43 cos? (Е + В) + 6a7A cos? (¢ + B)coswt + 12aA?cos(t + В) x 
cos? wt + 8А3 cos? wf]. (9.114) 
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Используя известные тригойометрические формулы (см. прило- 
жение А), придадим системе (9.113), (9.114) вид 


&—е — ва + pacos 2 28) — Зов cos (I — 0) f+ B)-+ 
+ 2opA cos 1 +0)! В + (+48 Е Sad) sin (2t + 28) + 
+ @ sin(4t + 4B) + (3 aA + 3A%) sin (1 + 0) ¢ +8) + 
+ (32 +349) sin (1 — 0) £ +B} + 
+ 3 aA? sin (3 + ©) t + 3B] +2 aA sin (3 — в) ¢ + 38] + 
+S aA? sin [(2 + 20) t + 28] + -$-aA?sin[(2 — 20)¢ +28] + 
AS sin [(1 -+ 36) ¢ -+ B] ++ A? sin [(1 — 30) t-+81}, (9.115) 
ав = e{ —na sin (2¢ + 28) — 2ouA sin о + ЕВ — 
— 2opA sin (в — 1)t— М + ba? + Bad? + 
+ (+a? + 3a?) cos (2¢ + 2B) + 4? cos (4 + 4B) + 
+ (-+ ел +342) cos (1 + ЕЯ + 
+ (ел + 3A°) cos (1 — в) В + 
+ 3 aAcos{(3 + в) £-+ 3B] + За? cos{(3—o)t +38] + 
+ 3 а cos [(2 -+ 20) # + 28) + 
+4 aA*cos ((2 — 20) 1 + 2B] -+ Зал? cos 2ot + 
+ Atcos (I + 80)¢ +] + A%cos (1 — 30) + BI}. 
(9.116) 


В первом приближении мы должны сохранить в уравнениях 
(9. 115), (9. a только медленно меняющиеся слагаемые. Члены 


—epa ие (+ a + 3aA*) не зависят от частоты ®, BO все же 


остальные члены частота ® входит явным образом. Отметим, что 
соответствующий член уравнения будет медленно меняющимся, 
если коэффициент при # (т. е. частота) мал. Анализируя правые 
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части уравнений (9.115), (9.116), приходим к выводу, что медленно 
меняющиеся члены возникают при частоте ®, близкой к значе- 
ниям 0, 1, Зи + Случай wo = 1 cnenyeT_HcCKIOUHTh из раесмо- 
трения, поскольку при этом малый знаменатель появляется уже 
в главном приближении Uy. Этог случай рассматривается в разд. 
9.3.2. Остальные случаи последовательно рассмотрены ниже. 

Случай ®, отличной от 0, 3 и + 


% 


В этом случае медленно меняющимися оказываются только 
члены, не зависящие OT {. Поэтому из системы уравнений (9.115), 
(9.116) следует, что 


a = —ena, (9.117) 
af = ea? |- 3eaA?, (9.118) 
откуда 
а= Meet, 
Вы ac abe? | Зе 24 + Boy, (9.119) 


где a) и В, — произвольные постоянные. 


Случай ® ~ 3 


В этом случае медленно меняющимися членами являются 
sin [(3 — w) ¢ + 38] в уравнении (9.115) и cos [(3 — в) Ё + 38] 
в (9.116). Следовательно, 


4 — —ера | - вв зп (3 — 0)! |- 38), (9.120) 


af = 2 ea? + Зеал? + 4 вал cos (3 — )# + 38]. (9.121) 


Система (9.120), (9.121) совпадает с системой (9.34), (9.35), полу- 
ченной по методу многих масштабов, если учесть, что ® — 3 = 
= 20. 


Случай © = + 


Здесь медленно меняющимися слагаемыми являются sin [(1 — 
— 3) Е В] в уравнении (9.115) и cos [(1 — 3) ¢ + В] в урав- 
нении (9.116). Следовательно, 


a = —егра + eA sin [(1 — 3o) Е + В], (9.122) 
ap = 3 газ + 3eaA? -|- еЛ3 со$ [(1 — 3m)¢+B]. (9.123) 


Система (9.122), (9.123) совпадает с системой уравнений (9.53) 


и (9.54), полученной по методу многих масштабов, если учесть, 
что З® — | = eo. 
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Случай ® ~ 0 


В этом случае в уравнении (9.115) нет медленно меняющихся 
членов, а уравнение (9.116) содержит медленно меняющееся сла- 
гаемое cos2 wt. Следовательно, 


ad = —ера, (9.124) 

ав —-3 ea® + 3eaA? + 3eaA? cos 26, (9.125) 
что совпадает с системой (9.71), (9.72), полученной по методу мно- 
гих масштабов, если учесть, что ® = вв и Л ~ A 


9.3.2. ПЕРВИЧНЫЙ РЕЗОНАНС 


При г = 0 общее решение уравнения (9.82) может быть запи- 
сано в виде 


и =асо0$ (Ё + В), (9.126) 
где аи В — произвольные постоянные. При этом 
й = —a sin (t + В). (9.127) 


Если = = 0, по-прежнему представляем решение в форме (9.126) 
с наложенным на него условием (9.127), но при этом считаем, 
что а и В зависят от времени. Дифференцирование выражения 
(9.126) по ¢ дает 


й = —a sin (1+ В) + 4 cos (# + В) — af sin(¢ + В). (9.128) 
Из сравнения формул (9.127) и (9.128) следует, что 
4 cos (Е + В) — af sin (¢ + В) = 0. (9.129) 
Дифференцирование (9.127) no ¢ дает 
й = —a cos (# + В) — a sin (¢ + В) — af cos (¢ + В). (9.130) 
Подставляя выражения (9.126), (9.127) и (9.130) в уравнение 
(9.82), получаем 
a зп (Ё- В) + ав cos (# + В) = —2ера sin (¢ + В) -+ 
+ ea’ с0$3 (Е + В) — ef cos wt. (9.131) 
Разрешая теперь (9.129) и (9.131) относительно a и ав, имеем 
& = —2ena sin? (Е В) + 
+ ea® sin (¢ + В) cos® (¢ + В) — ef sin (¢ + В) cos wt, (9.132) 
ap = —2ера sin (¢ + В) cos (¢ + В) + 
+ ea® cos* (Ё + В) — ef cos (Ё + В) cos wt. (9.133) 
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Используя известные тригонометрические формулы (см. прило- 
жение А), перепишем уравнения (9.132) и (9.133) в виде 


d = —epa + ерасоз(2 + 28) + + ea? sin (2 + 28) + 
+ 203 sin (4 + 48) — + ef sin[(1 + 0) + В — 
— зщ — в) 1+ В, (9.134) 
ав = —epa sin (2¢ -- 28) -| 2 ea® + + ea cos (2# + 28) + 
+ ea cos (4t + 48) — + ef cos (1 + @)¢ +B] — 
— + ef cos [(1 — в) В. (9.135) 


В первом приближении следует сохранить только медленно Me- 
няющиеся слагаемые в правых частях уравнений (9.134), (9.135). 
В случае первичного резонанса ® ~ 1, и медленно меняющимися 
членами являются sin [(1 — w) ¢ + В]в (9.134) и соз [(1 — в) t+ 
+ В] в (9.135). Таким образом, приходим к системе 


4 — —ера — + ef sin [(1 — @)¢ В, (9.136) 
ap = -3 eat — + ef cos (1 — o) t +8), (9.137) 


которая полностью совпадает с системой (9.94), (9.95), получен- 
ной по методу многих масштабов, если учесть, что w — | = eo. 
Упражнения 


9.1. Отклик системы с квадратичными нелинейностями на синусоидальное 
возбуждение описывается уравнением 


a + оби == —2ей + eau? + К cos Qt. 
а) Используя метод многих масштабов, показать, что 
шо = Aei@eTo 4. Ле То 4. (к.с.), 
Ри, + ви, = — 2100 (А’ + pA) eee — Qin AQe!ATe — 
— а АЗе?йеьТо 4 ДЗеТ, 4 AA 4 А? 4 ое! (AO) To 4 


+ 2АДе! (8400) To} + (к. с.). 
Чему равно A? 
6) Для случая 22 =: ®,-- ев показать, что 
210% (A’ + pA) + аЛЗе9Т: — 0. 


Решить это уравнение отиосительно A и затем найти решение, соответствующее 
установившемуся режиму. 
в) Для случая Q = 2%, + вв показать, что 


iy (A’ + pA) + аАДегоТ*, 
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Решить это уравнение относительно А. Указать условия, при которых ампли- 
туда А будет неограниченной. 
9.2. Рассмотреть уравнение 


a+oju=e (#-+ в) + ek cos Qt. 


Для случая © = wo-+ 24, используя метод многих масштабов и метод усред- 
нения, показать, что 
и = acos (wt + В), 


ох 1 1 eat ay а 
a=ye (1 ро ya + Bq, sin (eat — В), 


где 


4 ek 
ap = To, cos (eat — В). 
9.3. Рассмотреть уравнение 
a+ oju=e (a-+ a) + K cos Qt, 


где © не совпадает с частотами Зо, @o/3 и 0. Используя метод многих мас- 
штабов и метод усреднения, показать, что bai 


и = ACOS (Wot + В) ро Qt, 


где ве (п чом") а. = 0. 


Определить величину 1. 
9.4. Рассмотреть уравнение 


ао =e (a —- at) + K cos a4, 


где 32 = w+ eo. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, 
показать, что 


К 
и = a.c0s (Wot + В) — тт cos Qt, 
где аа Ве | за? Гсо$ (201 — В 
zi => ("--- ja?) a+ cos (eat — В), 


ap == eI sin (eat — В). 


Определить величины 1] и Г. 
9.5. Рассмотреть уравнение 


> я 1. 

й 4-oju=e (@--> 1), 
где @ = 3a) -+ eo. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, 
показать, что 

К 
и = a COS (Wot + B) — ga ag cos MF 
1 1 1 

где == (a —=- ода") а + TOME cos (eat — 3B), 


ap = + 20а? sin (ect — 3). 
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Определить величины 1] и &. 
9.6. Рассмотреть уравнение 


йи= ей |1] + 2ekcos Qt, 


где @ = 1+ го. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, по- 
казать, что 


и = асо$ (t+ В) -..., 
4ea? 
3x 
ap = —ek cos (eat — В). 
9.7. Рассмотреть уравнение 
й -Ри-Р 2е?а = 2ek cos Qt, 


где 2 = 1 - га. Используя метод многих масштабов и метод усредиения, 
показать, что р 


и = acos (t+ В), 


где а=— + газ +. ek sin (eat — В), 


rye a=>— 


+ ek sin (eat — В), 


ap = —ek cos (got — В). 
9.8. Рассмотреть уравнение 
й - офи + ги* = 2K cos ©. 


Показать, что резонансы первого порядка существуют при ® ~ 46%, 2%, Wo/4, 
@o/2, 2Wo/3 и 36/2. Используя метод многих масштабов и метод усредиеиия, 
вывести уравиения, описывающие изменения амплитуды и фазы в каждом случае. 


Глава 10 


МНОГОЧАСТОТНОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ 


В то время как в предыдущей главе мы имели дело с одноча- 
стотным возбуждением, предметом исследования в данной главе 
будет многочастотное возбуждение. Для того чтобы уменьшить 
объем вычислений, будем рассматривать систему с квадратичной 
нелинейностью, находящуюся под действием двухчастотного воз- 
буждения. Итак, обратимся к уравнению 

й + u + 2ерй- ги? = ЕР, cos wit + F, cos (mot + у), (10.1) 


где у — постоянная фаза, a F, и ®, — некоторые постоянные. 
Как и ранее, прежде всего построим прямое разложение и иссле- 
дуем его равномерность, чтобы выявить малые знаменатели и, 
следовательно, возможные резонансы. В $ 10.2, с тем чтобы по- 
строить равномерно пригодные разложения первого порядка для 
некоторых из этих резонансов, мы используем метод многих мас- 
штабов. В $ 10.3 рассмотрим эти резонансы с помощью первого 
приближения метода усреднения. 


10.1. Прямое разложение 


Будем разыскивать (двучленное) разложение первого порядка 
для решения. и в виде ряда по степеням в 


u(t, =) = ш (0 + ги, (t) + -... (10.2) 
Подставляя (10.2) в уравнение (10.1), имеем 
йо + ей, +--+ + ш + ем. + --- + 2ep (йо +...) 

+ = (ш + ---)? = Fy, с0$ wt + Ро cos (ot + У), 


ily + Uo + © (ur + ш -|- йо + ug) |... = 
= Р! cos wt + Fy cos(wot + v). (10.3) 


Приравнивая коэффициенты при последовательных степенях & 
в обеих частях уравнения (10.3), получаем 


lig + Up = Р, cos @,t + F, cos (wet + v), (10.4) 
> diy + uy = —2 0 — uh. (10.5) 
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Общее решение уравнения (10.4) может быть получено так же, 
как в $ 9.1 или в приложении Б. Оно имеет вид 
Uy = а с0$ (¢ + В) + 2A, cos ®1Ё + 2A, cos (wf + v), (10.6) 
где аи В — произвольные постоянные, a 
An = (1 — 08)! Fp. 
При этом уравнение (10.5) принимает вид 
diy + uy = 2p [a sin (¢ + В) + 2Ajo, sin wf + 2A,o,X 
Х sin (@ gf + v)] — [а cos (Е + В) + 2A, cos wt + 


+ 2A, Cos (Wot + v)}*, 
ИЛИ 


ity + uy = 2p [а а (Е- В) + 2A,0, sin o,f + 2Лофозйа (wet + v)] — 
—a’ cos’ (t + В) — 411 cos? wit — 4A5 cos? (wot -- у) — 
— 4aA, cos (¢ -|- В) cos wit — 4aA, cos (¢ - В) cos (wat + v) — 
— 8A A, COS ®1Ё COs (Wet -+ v). (10.7) 


Используя известные тригонометрические формулы, перепишем 
уравнение (10.7) в виде 


ti, -+ uy = 2p [а sin (Ё-|- В) -+ 2AjQ, sin wt + 2Л®з sin (Weft -+ v)] — 
= (+ a? | 2A} + 248) — + а? cos(2t + 28) — 
— 2Ai cos 2wit — 242 cos (aot -+- 2%) — 
— 2aA, Cos [(1 -+ 1) 2-Е В] — 2аЛ, cos [(1 — в) ¢ + В + 
+ 2ал, cos [(1 + ©) Е +-B-+ v] — 2aA, x 
X €08 (1 — в Е + B — — 4AyAg cos (в ++ в) Ё >] — 
— 4A,Az cos [(W2 — )f + У]. (10.8) 


Как указывалось ранее, решение однородного уравнения мы учи- 
тываем только при построении решения Uy. Частное решение урав- 
нения (10.8) имеет вид (см. § Б.4) 


и: = [-- pat cos (# + В) + a Ot 7 sin ot +> a = sin (@gt ++ »)] - 


_ (+ и + =a cos (2t icine. 


= Air cos 2@,t — aa cos (2w¢ + 2v) + 
2 


+ oy cos [(1 + @)# + В — ms cos[(1 —@,)¢ + В] 


+ partes cos [(1 + 0.) ВУ — 
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2 
— setts 081 — д ЕЕВУ — 
4A 
~ та a 605 (os + + v — 
AA 
Rt со в, — ФЕ + 9). (10.9) 


Подставляя (10.6) и (10.9) в уравнение (10.2) и используя опреде- 
ление A,, имеем 


u=acos(t-+B) + 5 ar COs @,t + =e оз (oot ++ 


©} 


+ e{—wat cos (t -+ В) -+ ete sin «Е ++ 


2uF,0 , 1 Е? 
+ Taye Sin (cat У) — a a — apr — 
F3 1 
— ея tHe ats (2 + 28) — 
Fi F3 


cos 2w,t — x 


~ B= of (T— 40 Br — @,) (I — 409) 

X COS (её + 2%) + SS CES cos[(1 Е @,)t-+ B]— 
aF, 

— Ts) Go, = < [(1 — ®) +f] -+ 


+ ap apy C08 (C1 + @)t + B+ v} — 


aF 
— Fay бер C08 [(1 — on) + B — — 
РЕ» 1 г 
РЕБЕ COS [(@ -+ @2) t + v] 
FA, 
я-а — ott ado 


(10.10) 
Уравнение (10.10) показывает, что малые знаменатели появляются 
в тех случаях, когда в: == 1, ©, ~ 1/2, 0, > 2, 2 ~ 1, ® ~ 
w 1/2, +2, o+o,21 4 ©, — 9, = 1. Поскольку при 
91 ~ 1 4 ©. ~ 1 малые знаменатели возникают в первом члене 
разложения, эти случаи называются первичными, или основ- 
ными, резонансами. Все остальные резонансы называются вторич- 
ными, поскольку соответствующие и малые знаменатели появ- 
ляются в-высших приближениях. Случаи в, ~ 1/2 и в. ~ 1/2 
называются супергармоническими резонансами порядка 2, по- 
скольку при этом в системе возбуждаются свободные колебания 
с частотой 1, равной приблизительно 2@, или 2%». Случаи в: ~ 2 
И ©. = 2 называются субгармоническими резонансами порядка 
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1/2, так как при этом возбуждаются свободные колебания с ча- 
стотой, примерно равной w,/2 или @,/2. Случай в, + a, ~ 1 
называется комбинационным резонансом суммарного типа, а слу- 
чай ©, — @, ~ 1 — комбинационным резонансом разностного 
типа. В следующем параграфе мы покажем, как метод многих 
масштабов может использоваться для построения равномерно 
пригодных разложений в случае вторичных резонансов. Что ка- 
сается основных резонансов, то их исследование проводится так же, 
как это описано в предыдущей главе. 


10.2. Метод многих масштабов 


Если ограничиться членами первого порядка, то наряду с бы- 
стрым временем Ту = Ё следует ввести медленное время 7, = et. 
При этом 


= еб, + ..., 
Sr = 0-9 + ..., 
где D, = O/OT,. Тогда уравнение (10.1) примет вид 
Би + eDoDiu + +++ -Ни- Ley (Dou -+ eDyu + +++) -+ eu = 


= Fi cos 47) + Fe cos (@7'y + %). (10.11) 
Будем разыскивать приближенное решение уравнения (10.11) 
B форме, 
к, и = и (To, Ty) + ги, (To, T:) +. (10.12) 


Подставляя (10.12) в уравнение (10.11) и приравнивая коэффи- 
циенты при одинаковых степенях & в обеих его частях, получаем 


Dito - шо = Fy cos @T 9 ++ Fe cos (То + Vv), (10.13) 
Dj; + и: = —2DpDiu — Зибуш — из. (10.14) 
Общее решение (10.13) можно записать в следующей комплекс- 
ной форме: = 
ш = A (Ту) ее + A (Ty) ее | AyetorTo +. 


 AyefsTo + AgelorTe + Ленте, (10.15) 
hte Rane 10.16 
oe 0—9)’ “30-29. 8 


При этом уравнение (10.14) принимает вид 

Буш ++ и! = —2i(A’ -+ pA) e'7* — ЭщоЛие Те — Эро Лье Те — 
деть — A2PlorTe _ aZyPimTe ДД АД, — 
—2QAAget (+00) To — 2АЛуе! 6+) Те — QAA,e! (1402) To — 
—2AR,e'—02) То — ЭЛ, ие! (воз) To — 
—2AyAge! (+60 Te + (к. с.). (10.17) 
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Как и в предыдущем параграфе, частные решения уравнения 
(10.17) содержат секулярные члены и члены с малыми знаменате- 
лями. Для того чтобы разложение было равномерным, эти члены 
должны быть уничтожены с помощью подходящего выбора функ- 
ции А. Тот или иной выбор А зависит от типа возникающего ре- 
зонанса. Ниже мы рассмотрим два случая: а) @, + ®, = 1 
6) в, — 0, ~ 14 о, ~ 2. 


10.2.1. СЛУЧАЙ в: + o = 1 
В этом случае предполагаем, что @, + @, ~ 1, а все остальные 
резонансы в членах первого порядка отсутствуют. Чтобы описать 


близость суммы ®, + ®, к единице количественно, введем пара- 
метр расстройки в, определив его с помощью соотношения 


@, + o, = 1 + 20. (10.18) 


Единственными членами в уравнении (10.17), которые могут по- 
рождать малые знаменатели, являются член —2A,A, exp [i (@, + 
+ ©.) То] и член, комплексно-сопряженный с ним. Используя 
соотношение (10.18), перепишем этот член в виде 


—2 А. Age! (rte) То — — А, Agel (1480) Те — — 2 Лае Тео, , 
При этом уравнение (10.17) примет вид 
Раш + ш = —2i (A’ + pA) ef7* — QA Ages 'e'7* + (к. с.) + (Н.С.Ч.), 


(10.19) 


где символ Н. С. Ч. обозначает члены, не дающие вклада в секу- 
лярные слагаемые. Требование отсутствия секулярных членов 
в решении уравнения (10.19) приводит к соотношению 


2i(A’ + pA) + 2А,Лье9Т+ = 0, 
или A’ + pA = iA, Лье9Та. (10.20) 


В данном случае уравнение (10.20) для комплексной ампли- 
туды, поскольку оно является линейным неоднородным уравне- 
нием первого порядка, допускает точное решение; при этом пред- 
ставлять А в показательной форме не требуется. Решение одно- 
родного уравнения имеет вид 


А= се-ит., (10.21) 


где с — комплексная постоянная. Так как правая часть уравне- 
ния (10.20) содержит экспоненту, то соответствующее ей частное 
решение можно искать в форме 


А= бебт,. (10.22) 
Педстановка (10.22) в уравнение (10.20) дает 
обет: 4 ибегоТ: + А, Agel, 
Или iob + pb = Ан 
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откуда pb — Аа 
pt+io’ 
При этом общее решение уравнения (10.20) имеет вид 
А == се-йТ: ЕЮ os. eroTs, (10.23) 


Подставляя выражение для А в ан (10.15), а затем подстав- 
ляя полученный результат в разложение (10.12), получаем 


i [ве fe au иво! | elf 4 Але 4. лее | (к.с.) + 0 (9). 
(10.24) 


Представим теперь постоянную с в показательной форме с = 
= (1/2) ap exp (Во) и подставим выражения (10.16) для A, B (10.24). 
В результате имеем 


= 1 еее в 4 И (еб) tt 
А АЯ aaa Oi в 


зако ett + gba ef 4 + (Kc) +0). 


(10.25) 
Заметим, что 1 + eo = в, + ®, (см. (10.18)) и 


1 1 
В+  Vutto® 
Следовательно, мы можем переписать решение (10.25) в виде 


аи с ЗА РЕ 
и = aye! cos(t + Bo) 21) (l—o) Veer х 


x sin [© + @,)t у — arctg =] +7 A COS @,t + 
a joy Cos (Wet -+ у) + O (2). (10.26) 


При # > oo первый член в правой части (10.26) стремится к нулю, 
и и стремится к следующему установившемуся решению: 


е— arctg (0/n), 


В F,Fo В 5 
п Fo VET Vane sin [оду arctg “| + 
+— а “oF COS ®t + satay 608 (oat -+v)-+ O(e). (10.27) 


10.2.2. СЛУЧАЙ в, мери a,x? 


В этом случае предположим, что два резонанса существуют 
одновременно, а именно @, — @, ~ | и в, ~ 2; другими словами, 
имеем , = 2 и @, == 3. Для того чтобы исследовать этот случай 
более подробно, введем два параметра расстройки од: и Ge, опреде- 
лив их соотношениями 


@, = 2 + €0,, = 3 + 20; (10.28) 
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Подставляя (10.28) в уравнение (10.17), имеем 
Буш + uw) = —2i (А вА) ет — 2, Де Те еоТь _ 
— 2 Ле! (6-1) ть + (к. с.) + (Н.С. Ч), 


или 
Duy и! = —2i(A’ A) eT — 2A, Ае Те То — 
+H 
—2AyAge! (61—01) TreiTo 1 (к. с.) + (H.C. Ч). 
(10.29) 
Уничтожая секулярные члены, получаем 
i(A’ + pA) + Л. Дент, + Аа Лье (2-9 Т, — 0. — (10.30) 
Уравнение (10.30) представляет собой неоднородное уравнение с 
переменными коэффициентами. Прежде всего преобразуем его 
в неоднородное уравнение с постоянными коэффициентами. Введя 
с этой целью подстановку 
А = Bed, (10.31) 
где A — вещественное число, получим 
ИВ’ -- (NB +B) еТ. + А, Ве! (r-4) Tr 4. Ау Азе! (61—04) Tr = 0, 
или 
i(B’ АВ WB) + Л. Ве! (1-22) Т, 4. Ay Age! (1-1-4) T1 = 0. (10.32) 
Если выбрать 4 = o,/2, то коэффициенты при В и В не будут 3a- 
висеть от 7,, и тогда уравнение (10.32) примет вид 


i (В ioB + вв) + Л.В + Ле (2012) т, = 0. (10.33) 
Вместо того чтобы выражать В в показательной форме, как 
в предыдущих случаях, представим В в виде 
В = В, + iBi. (10.34) 
Возникающие при этом уравнения решаются легче, чем уравне- 
ния относительно модуля и аргумента В. Подставляя (10.34) 
в уравнение (10.33) и используя (10.16), с тем чтобы предста- 
вить Л, в показательной форме, получаем 
iB; — iB; — + В, — 4 io,B; + В — вВ: + 


+ A,B, — ЕЛьВ, + Г cos (оТ, + v) + iT sin(o7, + У) =0, (10.35) 
AiFa 

2(1— 0} ’’ 

Отделение действительной и мнимой частей в (10.35) дает 


В; вВ, — (А: + - в) Ви = —Г зи (оТ + 5), (10.37) 


где r= (= 02 —3- о. (10.36) 


Bj + pB: — (А —01)B,=Pcos(oT: +). (10.38) 
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Поскольку (10.37) и (10.38) представляют собой систему ли- 
нейных неоднородных уравнений относительно В, и B;, их общее 
решение можно получить как сумму общего решения однородной 
системы и некоторого частного решения. Общее решение однород- 
ной системы можно получить, представив В, и В; в виде 


В, = b,e¥™, В; = bev". (10.39) 
Подставляя теперь (10.39) в систему уравнений (10.37), (10.38) 
и приравнивая нулю ее правую часть, получаем 
i 1 
(p+ Wh — (A+ 01) &=0, (10.40) 


— (A= 1) oF PH) =O. (10.41) 


Таким образом, наша задача свелась к решению системы двух 
линейных однородных алгебраических уравнений. Поскольку нас 
интересуют нетривиальные решения для В, и 6;, определитель 
системы (10.40), (10.41) 


1 
wth — (^.+- 1) 
1 
—(A- а) +в 
должен обращаться в нуль. При этом 
(ый тя =0. (10.42) 


Это условие можно было бы получить и путем исключения 6, 
ub; из системы (10.40), (10.41). Из уравнения (10.42) следует, 
что 


= И м- Та. (10.43) 


Следовательно, существуют два возможных значения 7. Они даются 
формулами 


y= —p — Им--я, Yo= —p + | т (10.44) 
Далее, из уравнения (10.40) получаем, что 


= Ав, (10.45) 
А+ > 91 
Поэтому если | 
В; = byevs™ + byeve™s, (10.46) 
то из соотношения (10.45) имеем 
В. =—№ и — byeviTs - — и — Бет, (10.47) 
А; + > 91 А+ “1 


где b, и b, — произвольные постоянные. 
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Частное решение системы (10.37), (10.38) можно построить 
с помощью метода неопределенных коэффициентов. Поскольку 
правые части системы содержат синусы и косинусы аргумента 
OT, + У, а уравнения системы имеют постоянные коэффициенты, 
будем искать ее частное решение в виде 
В, = си cos (oT; + v) + со sin (oT; + У), (10.48) 
В; = сз cos (oT; + v) + са sin (oT, + v). (10.49) 
Подставляя выражения (10.48), (10.49) в уравнения (10.37), 
(10.38) и приравнивая коэффициенты при с0$(оТ, +) и 
sin (oT; + v) в обеих частях этих уравнений, получаем 


цел + oc, — (Ai + +o) с; = 0, (10.50) 
— ое + per — (M+ H)a=—T, (10.51) 
— (^,— а) а pes + 064 = Г, (10.52) 
—(M—+4) Cz — OCs - ис: = 0. (10.53) 


Воспользовавшись правилом Крамера, найдем, что решение си- 
стемы уравнений (10.50) —(10.53) имеет вид 


0 д — (^ +74) 0 
ees —Г | 0 — (м-в) 
АГ 0 в в р 
0 — (Ai — +%) —в [3 
(10.54) 
д о —(№+ <) 0 
ee —‹ —г 0 — (A +41) | 
— (A: — + 31) Г |? oO 
0 0 —в 
(10.55) 
| G 0 0 
| —св u —r — (Ai + +a) 
be al —(M— а) 0 Г в , 
0 — (Ar — +a) 0 | 


(10.56) 
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yb o — (Ar “+ +4) 0 
‘ — |? 0 —Г 
= — (Ai —-F 01) 0 в Гр 
0 — (Ai — +1) —ao 0 
oh (10.57) 
Г с — (Ai + + <.) 0 
в М 0 (Ai+ 501) 
вы) ко 
0 — (Ar — + 01) —в p 
(10.58) 


Складывая решения однородных уравнений (10.46), (10.47) 
с соответствующими частными решениями (10.48), (10.49), полу- 
чаем следующее общее решение системы (10.37), (10.38): 


В; == bye¥s™ + byes: + с с0$ (671 + У) -{ сэ (оТ, У), (10.59) 


В; = th byerTs 4 Et byevsTs 4- 
А+ 91 А; + 91 
+ cs cos (67, + v) + са sin (oT, + v). (10.60) 
Из соотношений (10.31) и (10.34) и того факта, что A = a,/2, 


следует, что 
А= (В, + В) ей) 10,7; , (10. 61) 


Подставляя (10.61) в формулу (10.15), a затем подставляя получен- 
ный результат в (10.12) и используя (10.16), имеем 


u = (В, Ве ых —В)е-и + и) вв, 4 
+— ay 05 Фи + aq 05 (ви +) + 06). 


Так как @, = 2 + э0, TO, Pais ae 
a= В, ah fort 1 е- (1/2) Е. Ве) Фи — @- (1/2) Фи] + 


+= on Cos wt + = a. COS (Wet ie №) НО (=), 


или  и=2В, с0$ ие — 2В, sin ot += a Cos @,? + 
ae = COS (wat + v) + O(2). (10.62) 
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Подстановка (10.59) и (10.60) в (10.62) позволяет получить сле- 
дующее выражение для первого приближения: 


и= 2 [byee?:! + beet -|- с; cos (208 ++ v) + с» sin (eat + v)] cos + ot — 


—2 tH pent ВЕ peers! + с, 608 (eat + v) + 
At >y% +541 


++ Cy sin (eof -+ и sin > out +——— = ar COs @t + 


+ or 7 COs (wet + v) + O(e). (10.63) 


а “(10.63) показывает, что решение и становится He- 
ограниченным по #, если вещественная часть 7, или у. положи- 
тельна. При этом из соотношений (10.44) следует, что веществен- 
ная часть у, всегда отрицательна, в то время как вещественная 
часть у, положительна при условии 


1 1 
M>qet a Ум-Тя-ь>о, 
или М>. 


В этом случае пропорциональные cos (0,¢/2) и sin (@,t/2) члены 
в (10.62), которые описывают свободные колебания системы, бу- 
дут стремиться к бесконечности при [- oo. Фактически же 
решение и остается ограниченным, но член, описывающий свобод- 
ные колебания, становится большим, и необходимо продолжить 
разложение до членов более высокого порядка. 


10.3.”Метод усреднения 


Как и ранее, применение этой методики начинается с введе- 
ния вместо искомой функции и двух новых зависимых перемен- 
ных — амплитуды а и фазы В свободных колебаний и использо- 
вания идеи вариации произвольных постоянных. С этой целью 
заметим, что при = = “ решение уравнения (10.1) имеет вид 


u=acos (t+ 8) -— AS cos wit + 7 Fa от COS (wit +), (10.64) 
где а и В — произвольные постоянные. Temas 
i= —asin(¢t-+p)— —= SS sin of — Ч sin (ost + v). (10.65) 
2 


В случае = 52 0 вновь представим решение в форме (10.64), под- 
чинив его условию (10.65), но при этом будем считать амплитуду а 
и фазу В функциями времени {. 
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Дифференцирование (10.64) по ¢ дает 
й = —asin(t + В) -- @соз (¢-+ В) — ав sin(¢ -+ В) — 
зп of — Fi@s sin (@et + У). (10.66) 


1—0} 1— 0} 
Сравнивая соотношения (10.65) и (10.66), заключаем, что 
4 cos (Е + В) — ав sin (t + В) = 0. (10.67) 
Далее, дифференцируя (10.65) по ¢, находим 
ii = —acos(t +) — asin (t -+-B) — ав соз (t + В) — 


= COS @t — a COS («gt -}- У). (10.68) 
Подставляя выражения (10.64), (10.65) и (10.68) в уравнение (10.1), 
получаем : 
a sin (t + В) + af cos (Е + В) = ef, (10.69) 
где 
Е Е 
f=—2p [a sin(t +B) +5 = sin at + Ta sin (Wet -- у] + 
2 о 
+ 4 cos? (t + В) + qt Cos? ont + т # rE Cos? (wet + v) 4- 
+ ae cos (Е + В) cos at + poe cos (t + В) cos (wet ++ v) + 
2 
QF iF, 
+ aA aA 608 or cos (wat + у). (10.70) 


Разрещая уравнения (10.67) и (10.69) относительно au ав, имеем 
a = ef sin (Ё- В), (10.71) 
ав = ef cos (Ё + В). (10.72) 


Подставляя в систему (10.71), (10.72) соотношение (10.70) и ис- 
пользуя известные тригонометрические формулы (приложение А), 
получаем 


a= —ena + eva cos (21 + 28) — FAA {cos (а — 1)t—p) — 
— cos (аа ++ ПЕН} — FEE {cos Ц, — 1) ¢— B+ ¥] — 
— cosf(, + 1) t-+ B-+ v)} + ea" sin (f+ В) + 


+ 4- ea" sin (3: + 38) + age {ain (В+ 


+ sin [(1 + 20) {+ +z яп — 204) 6+} + 


ря {sin t+) ме +200) (+2 + 
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+ sin [(1 — 2%) + B— aul} + 5 Вр {si +9) f+ 28] + 


1—0!) 
+ sin ((2 — 0) 1-28 Ре {sin (2 +0) +8 +9 + 
FF, 
+sin — 03) +28 — vl} + ое х 
x {sin [(1 + Ф -+ ФЕВ + зп [(1 — @, — og) +B фм 
+ sin (1 © — @)£-+ B+] + sin [(1 — Фо) В], 
(10.73) 


afi = ~-epa sin (2¢ + 28) — FAA fsin ((o + ПЕН + 


+ sin [(@ — 1) ¢ — B}} — Пе {sin [(o -+ ПЕВ-У + 

+ sin ((o—1)t—B-+¥]} -+-F-a* cos (¢-+B) + a cos (8 +38) + 
+ anor {cos (¢ +B) + cos [(1 -+ 20) ¢-+ 8] + 

+ pcos (= 206+ B+ aap {608 + B+ 

+ + cos 1 eae tak isda 


+5 {cos oyt + cos [(2 + в) + 28] + 


+ cos (2 — 0) t+ 2] Е {cos (oat + v) + 


1— 3 


+3 COS [(2 + a) ¢-+ 28 + + 5-05 [(2 — 04) t+ 28 — v1} + 


+ sarap (eos (I +o + ФЕ + B+ + 


+ cos [(1 — @ — 2) + В — v] + cos [(1 -- в — в) ЕВ» + 
+ cos [(1 — @: в) В — vj}. (10.74) 


Отметим, что в результате правые части уравнений (10.73) 


и (10.74) оказались весьма громоздкими. Можно было бы значи- 
тельно упростить их, если представить и и й в соотношениях 
(10.64) и (10.65) не в действительной, а в комплексной форме. 
Для этого положим 


и = Аей 4 Лео + Agetort + (к. c.), (10.75) 
й = {Дей + иле + iw Agel! + (к. с.). (10.76) 


Дифференцируя и по Ё с учетом того, что А = A (4, получаем 


и = Мей + Aeit + до Ayer! + iaAjerort + (к. с.). (10.77) 
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Сравнивая (10.76) и (10.77), заключаем, что 
деи + Ae-it — 0. (10.78) 
Дифференцирование соотношения (10.76) по ¢ дает 
и—=—Ае! + {Де — ве" — але! | (к. с.). (10.79) 


Подставляя теперь выражения (10.75), (10.76) и (10.79) в урав- 
нение (10.1) и используя (10.16), находим 


[Дей — ‘Ae = —2iep [Ae + wAye"! + оодзе =] — 
eAe!! геи в: Age 2iwst 25 АЛие' (1+0, )2 р 
— WA Age! (1+8) ВАА — А} — гАэА2 
— WA Age! (“Dt — DeAAge! (в:-0 t — 
— DeAyAge! (ortos) | — ЕЛ, Age! (63-6, | -|- (к. с.). 
(10.80) 


Из равенства (10.78) следует, что Я exp (—it) =—A exp (it). 
Тогда из (10.80) имеем 


iA= {—ien [Aet + sa + © Ле] — ее — 


ed ay eee — Ч але — ДА це’ (tlt 4 eA Ae! (ortl) t 
—e(AA+ Л? Agha) — eAAye! OD! = eAAge! ort 
— eA Agel (1401) t — eA Age! (@2-O1) f 4 (К. с. et, (10.81) 


Наконец, представляя А в показательной форме и отделяя в соот- 
ношении (10.81) вещественную и мнимую части, приходим к си- 
стеме (10.73), (10.74). 

Перейдем теперь к рассмотрению случая в, + в, = 1 + ав, 
обсуждавшегося в п. 10.2.1, и случая w, = 2 + 201, в, = 3+ 
+ =0., обсуждавшегося в п. 10.2.2. 


10.3.1. СЛУЧАЙ в, + о, =1 


В первом приближении мы сохраним только медленно меняю- 
щиеся члены в правых частях уравнений (10.73), (10.74). В ре- 
зультате имеем 


a = ера + gq oe sin [(1 — в ФЕВ, (10.82) 
ab = sarap 608 1 — в — в) (+В —v]- (10.83) 


Система уравнений (10.82), (10.83) эквивалентна уравнению (10.20), 
полученному с помощью метода многих масштабов. Отметим, что, 
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в то время как уравнение (10.20) линейно, система (10.82), (10.83) 
оказывается уже нелинейной. Именно по этой причине мы не пред- 
ставляли амплитуду А в показательной форме, а решали урав- 
нение (10.20) в комплексном виде. 


Сохраняя в уравнении (10.81) лишь медленно меняющиеся 
члены, находим 
A= —epA + &А.Лие! (t02-0 1, (10.84) 
что полностью согласуется с уравнением (10.20). 


10.3.2. СЛУЧАЙ в, в 21H в: =2 


Сохраняя в правых частях уравнений (10.73) и (10.74) мед- 
ленно меняющиеся члены, получим уравнения 


eaFy 


1 — ера + зп gay SIN [(2 — ©) 28] + 


ор" — о) +B —v}, (10.85) 


ap = Fay cos 2 — w,)t + + 


ар 0s — Но) +6 —v), (10.86) 


которые эквивалентны уравнению (10.30), полученному с помо- 
щью метода многих масштабов. Снова отметим, что уравнение 
в форме (10.30) представляется более удобным для решения, чем 
система уравнений (10.85), (10.86). 

Если сохранить только медленно меняющиеся члены непо- 
средственно в уравнении (10.81), то результат имеет вид 


A= —ерА 4 ieAAget (64-2) # 4 де Аше! (1-1-1) 4, (10.87) 


что полностью согласуется с (10.30). Вывод уравнений (10.84) 
и (10.87) показывает, что комплексная форма записи решения 
является более удобной по сравнению с действительной. 


Упражнения 


10.1. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, получить урав- 
нения для амплитуд и фаз первого приближения в случае системы, описывае- 
мой уравнением 


й + @ju = ef? + К, с03 911 + Kz, с0$ 9, e<l, 
при условии Q + 9; = Wo, Ограничиться случаем, когда значение частоты 2; 


достаточно далеко от нуля. 
10.2. Рассмотреть уравнение 


й + Фи + eu? = K, cos (91Ё + 6,) + К» соз (Q.f + 6.), 
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где @o, Kn 4 8, — постоянные. При условии что значения частот Q, доста- 
точно далеки от Gp, с помощью метода многих масштабов показать, что 


Ug == А (Ty) eT 4 Але То 4 Де То + (к. с.), 
1 2 2\-1 „0 
A, = = Ки (5 — 2) eve. 
Далее показать, что 
Би, + 62, = — [2165 А” + 3 (АА + 2A,A, + 2AgAQ) А] е'®5То — 
— 3 (2АА + А.Л, + 2А, До) Але То — 3 (2AA+ 2A,A, + А, Аа) X 
Х AgelMTe — дем, — АЗемеьть = Аемвть _ 
— BAZAge! (Фо) To — ЗА? ле? (200423) To 
ИР ЗА? е! (26% -9,) То __ ЗА2Лье! (20,-9:) To __ 
ef: ЗАЛ?! (@o+22;) To __ 3AAze! (@o+2Q:) To __ 
pant ЗАА?е! (9-221) То __ ЗАМ! (@o-22,) To __ 
— 6AA Age! (@o +21 +22) То __ бАЛ, Аа" (@o-2;-2z) То __ 
— GAR Age! (2-482) Ть GAA Age! (0+ 81-22) To __ 
als BARA se! (22, +22) To __ ЗА?Луе! (29,-9,) To __ 
— BA,Ade! (214201) To — ЗА, Adel (294-94) Te + (к. с.). 
а) Показать, что при Q, > ©, резонансы возникают при условиях 


о = ЗЯ; или 30, Wy = чо, или 35, Wy = 24+ 20, или 20, — ©, 


Oy 2 29; + 21, W = о, =). 


6) Показать, что резонансы разных типов существуют одновременно при 
условиях 


0; = 90, = 3H, ©, == Я, — 36%, 
0,59, = 1M, Я, = 50, = Soy, 
Q, = 70, мо 0, = 20, FU, 
0, 25-9: = Tip, = SO, = bay, 


в) Для случая в, = 20, -|- 9, -| eo показать, что 
21, А’ + (BAA + А.Л, + 6AgAy) А + ЗАЗАзе (7 = 0. 

г) Для случая 39, = + 66, и ©, = За, + 20, показать, что 
204” + 3 (АЯ + 2AsAy + 2AgAy) А + Ale!%7 + ЗАЗА?е!Т: = 0. 
д) Для случая 39, = @% + eo; и 2,-+ 9, = 2%, + г0. показать, что 
215 А” + 3 (АА + 2АА; + AGA) А + его: + GAA Дог = 0. 
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е) Для случая 30, = вв + eo, и 9, — 9, = 2, + гв, показать, что 
21А” + 3 (АЯ + 2А,А; + 2А5 ЛЬ) А + Ajel™ + ВАА, Age!™ = 0. 
ж) Для случая 39, = wy + #0; и 29, — ©, = в, - в0, показать, что 
21: А” + 3 (АЯ + 2A,Ay + А.А») А + Aje’™! + ЗАРА ,ef7 = 0. 

3) Для случая ©, = Зв. + eo, и 9, — 29, = в, + гв, показать, что 
Qiw A” +3 (АА + 24, А, + 2А.Аь) А + SA*Ase!? 4 ЗА АЗей0Та = 0. 
и) Для случая 9, = 309+ 20, и ®, — ©, = 2%, - 20, показать, что 
Lim A’ -+ 3 (АА + 2А.Л, + 2AgAe) А + ЗА?Але Ти 4. АЛ, Age’O2™ = 0. 
10.3. Рассмотреть уравнение из предыдущего упражнения. Пусть 

u= A(t) eft 4 ле + Aref! 1 (к. с.), 
1 др 40 
An = Kn(op— Op) te”, 


~-BitdgA” = [3 (AA + 2. + 2AgNa) Ae! 4-3 (2AA+ AAs + 2Аь) Aye"! + 
+3 (2AA + 2AyAy + АЛЬ) Age’! 4 Are Oot 4 atest | 
a Ade at + 3A7A je! (2@)+Q;) ¢ + 3A7Age! (2@9+22) t $ 
of 3A7A,e! (2@9-2,) Е af 3A7A,e! (2@0-Qz) ¢ ai ЗАЛ?! (22, +00) ¢ 4 
+ ЗААЗе! (222400) t ры ЗААЗе! (@o-22;) t if ЗАА2е! (00-291) Е ie 
GAA Age! (81422400) { | БАЛ. Age! (+, -во) # 
+ ВАЛ, Де? (22-2400) 1 | GAA Age! (M-Me +00) # | 
+ ЗАЗ Ле! (22, +Q,) t + ЗАЗА. et (29,-Я,) t fe 3A, 20: (Я,+2Я;) ¢ + 
+ ЗА, Де! (29-9) f+ (к. с.) ее", 


Усреднить последнее уравнение для случаев, указанных в предыдущем упраж- 
нении. 
10.4. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить рав- 
номерно пригодные разложения первого порядка для системы уравнений 
diy + Of, = ини, ily + ви, = au? 
в случае малых, HO конечных амплитуд, а также при условии, что Ws А 20). 
10.5. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить урав- 
нения для амплитуд и фаз системы уравнений 
Gy ош = @иоиз, 
il, + @3u, = @ициз, 
fig + 0343 = Язи, 
в случае малых, но конечных амплитуд, а также при условии, что Ws = ®; + @y. 
10.6. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, построить рав- 
номерно пригодные разложения первого порядка для системы уравнений 
A, + Ou, = ебли, + ЕЁ, cosQyt, 
fig + @3u, = гаи? + ek, cos Net 
при условиях 
а) @, = 20; и ©, = ay, 6) в: = 2a; и ©, = 01. 


Глава 11 


УРАВНЕНИЕ МАТЬЕ. 


В отличие от двух предыдущих глав, в которых внешнее воз- 
действие входило в правые части исходных уравнений, в этой 
главе мы рассмотрим возбуждение, описываемое переменными 
коэффициентами уравнений. Такое возбуждение называется па- 
раметрическим. Простейшим уравнением, описывающим пара- 
метрическое возбуждение системы с одной степенью свободы, 
является уравнение Матье 

аи* 


др + (6* + e* cos w*t*) и* =0. (11.1) 


Как и ранее, введем безразмерные переменные, полагая 
и* 


1 
=, t= ort", 


где ug представляет собой некоторое характерное значение и. 
При этом уравнение (11.1) можно записать в стандартной форме 


i + (6 + 2e cos 2) и = 0, (11.2) 
45* 4=* 
=, =. 


В следующем параграфе мы построим прямое разложение вто- 
рого порядка при малых = и исследуем вопрос о его равномер- 
ности. В $ 11.2 мы изложим теорию Флоке, описывающую точные 
решения уравнения (11.2). В $ 11.3 рассмотрим так называе- 
мый метод растянутых параметров, применяемый для построения 
приближенных периодических решений, a в $ 11.4 построим при- 
ближения к точным решениям. В $ 11.5 и 11.6 мы покажем, 
как для получения равномерно пригодных разложений решений 
уравнения (11.2) могут использоваться метод многих масштабов 
и метод усреднения. 


11.1. Прямое разложение 


Будем искать прямое разложение решения уравнения (11.2) 
в виде следующего ряда по степеням 2: 


и (Е ©) = up (1 + eu, (1 + =. (t) +... . (11.3) 
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Подставляя (11.3) в уравнение (11.2) и приравнивая нулю коэф- 
фициенты при последовательных степенях Е, имеем 


ti, + du, = 0, (11.4) 

ii, + би: = —2uy cos 2 (11.5) 

tig + би, = —2u,cos 24. (11.6) 

Общее решение уравнения (11.4) можно представить как 
и = а с0$ (wt + В), 6 = o?, (11.7) 


где аи В — произвольные постоянные. При этом уравнение 
(11.5) принимает вид 


ii, + о?и, = —2a cos (wt + В) cos 2, 
или 
iiy + @7u, = —ас0$ [(w + 2) +В] — асоз (о — 2) Е +В]. 
(11.8) 
Как и ранее, исключая из рассмотрения решение соответствую- 
щего однородного уравнения, запишем решение (11.8) в виде 


__ acos [(@ + 2)t +В] acos [(@ — 2) ¢ + В] 


“= 4(1 +0) + 4(1—o) (11.9) 
При этом уравнение (11.6) принимает вид 


ily + Oy = — уро Cosi + 2)¢+B) cos 2t — 


~ Say cos [(® — 2)¢ + В] cos 2¢, 


ИЛИ 
fig + о = — Fwy COST(@ + 4)t + Bl = Wa x 


X cos [(@ — 4) t-+ 8] [а + mow! cos (wt +). (11.10) 


Опуская решение однородного уравнения, запишем решение (11.10) 
в виде 
wy a й асоз [(@ + 4) ¢ +B) 
из = — Чопа) 'Sin(ot +B)+ a paye@ray + 
acos [(@ — 4) 1 + В] 
+—0-96—®- м (11.11) 
Подставляя выражения (11.7), (11.9) и (11.11) в разложение 
(11.3), получим 
и =асо$ (wt +B) + yea {ete | seis et } + 


Q 1—®@ 


1 8t sin (wt + В) cos [(® + 4)¢ +В] 
+ ay ea{— 1—0) + И+9@т® + 


cos [(@ — 4) t+ В] 
ее + vee. (11.12) 
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Полученное прямое разложение становится непригодным при 
больших значениях { из-за присутствия в разложении секуляр- 
ных членов. Кроме того, оно будет непригодным и при © ~ 0, 
Ти 2 из-за появления малых знаменателей. Если продолжить 
разложение до членов высших порядков, то оказывается, что 
малые знаменатели возникают при w ~ п, гдеп = 0, 1, 2, 3, .... 
Перейдем теперь к изложению теории Флоке, описывающей точ- 
ные решения уравнения (11.2). 


11.2. Теория Флоке 


В этом параграфе мы изучим общие свойства решений урав- 
нения (11.2), не решая уравнения в явном виде. Информация об 
этих свойствах используется в последующих параграфах при 
построении соответствующих равномерных приближений. 

Поскольку (11.2) представляет собой линейное однородное 
уравнение второго порядка, оно обладает двумя линейно неза- 
висимыми решениями и, (1) и Ue (1), удовлетворяющими началь- 
ным условиям 


ил (0) = 1, a, (0) = 0, (11.13) 
из (0) = 0, й (0) =1, 


так как определитель Вронского (см. $ Б1) отличен от нуля. По- 
кажем теперь, что если и, (1) является решением уравнения 
(11.2), To и и, (f+ л) также является решением. С этой целью 
заменим независимую переменную # на г == Ё + л. При этом урав- 
нение (11.2) примет вид 


9+6 + 2603 (22 — 2л)]и =0, 
или SE + (6 +e cos 22)u=0, (11.14) 


так как cos (22 — 2x) = cos 22! Но уравнение (11.14) совпадает 
с уравнением (11.2), поэтому если функция и; (1) есть решение 
(11.2), то функция ил (г) = и, (t+ л) является решением урав- 
нения (11.14) и, следовательно, и уравнения (11.2). 

Из предшествующих рассуждений следует, что если и, (t) 
и из (1) — два решения уравнения (11.2), то и и, (t+ л) и и» (t+ 
+ a) также представляют собой решения (11.2). Более toro, если 
функции 4, (1 и и. (0) линейно независимы, то и, (f  л) должно 
линейно зависеть от и! (1) и и. (1), поскольку уравнение второго 
порядка может иметь только два линейно независимых решения. 
Следовательно, существуют две постоянные, @,, и Ay, не обра- 
щающиеся в нуль одновременно, такие, что 


и (Е 0) = вши (9) + args (9.7 (11.15) 
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Точно так же существуют две постоянные, по крайней мере одна 
из которых не равна нулю, такие, что 


из (t + 1) = али, (t) + Arete (1, (11.16) 
поскольку из (Е + п) должно линейно зависеть от Uy (f) и и» (1. 


Используя начальные условия (11.13), из соотношений (11.15) 
и (11.16) находим, что 


а1 = Uy (п), аз: = Ue (п). (11.17) 
Дифференцирование (11.15) и (11.16) по ¢ дает 
tty (Е п) = ай, (9 + алой» (1), (11.18) 


te (Е + п) = аий, (1) + ай, (1). 
Подставляя условия (11.13) в (11.18), имеем 
Ay, = ty (Л), а» = tle (п). (11:19) 


Таким образом, если функции и, (0 и и, (1) известны, то коэф- 
фициенты а;; в соотношениях (11.15), (11.16) определяются од- 
нозначно по формулам (11.17) и (11.19). 

Обращаясь вновь к соотношениям (11.15) и (11.16), запишем 
их в матричной форме 


и (Е л) = Au (0, (11.20) 
где = [= a v= [i]. (11.21) 
Ao, Age ug 


Далее, исследуем линейное преобразование вектора и (ft) в век- 
тор v(t), а именно положим 


у (9 = Ри (8, (11.22) 


где Р — постоянная невырожденная квадратная матрица 2-го 
порядка. В скалярной записи соотношение (11.22) принимает вид 


и: = рим + Разиь, Vg = рай, + Рэзиз. (11.23) 
При этом из (11.22) следует, что 
и (t) = Pv (9, (11.24) 
где P-! — матрица, обратная к Р, т. е. 
Pp =], (11.25) 


где 7 — единичная матрица 


[ет] 


Подстановка (11.24) в формулу (11.20) дает 
Poy (t+ л) = АР-1у (1. (11.26) 
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Умножая соотношение (11.26) слева на матрицу Р и используя 
(11.25), получим 


у (i л) = РАРЦ-\ (9, (11.27) 
= v (t+ л) = ВУ (0, (11.28) 
где 

В = PAP", (11.29) 


Матрицы A и В называются обычно подобными, так как они O6- 
ладают одними и теми же собственными числами. Чтобы показать 
это, заметим, что . 
[|B — Al | =| PAP — APP | =| P(A — Al) PO l= 
|P\|A—Al|| PA] =|A—Al], (11.30) 

поскольку |P|| P|? = 

Из курса линейной алгебры известно, что всякую невыро- 
жденную постоянную матрицу Р можно выбрать таким образом, 
чтобы матрица В имела простейшую так называемую жорданову 
каноническую форму. Эта форма определяется собственными чис- 
лами и собственными векторами матрицы А. Собственные числа 
матрицы А (а следовательно, и матрицы В) находятся из урав- 
нения 


аи —^ Ae 


=0, 
Qe ав — № 
или (а: — A) (а, —^) — ава = 0, 
откуда 
А? — (ал + a2) A + ана» — аа» = 0. (11.31) 


Учитывая соотношения (11.17) и (11.19), а также тот факт, что 
вронскиан функций и! (1) и и. (1) равен 1, имеем 


а11а, — AyoQo, = Uy (п) the (л) — из (п) Hy (п) = 1. 
При этом уравнение (11.31) принимает вид 
№ — 29% + 1 = 0, (11.32) 
где 
a= + (411 + а») = + [и (л) + de (п)]. 
Решения уравнения (11.32) даются выражением 


A=atVe—l. (11.33) 


Если а + +1, формула (11.33) определяет два различных соб- 
ственных числа 


мЖ=а-+и 9—1, №=а- ие — 1 (11.34) 


и матрица В имеет диагональную форму р 


мо 
в=[ ck (11.35) 
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Если a = +1, то формула (11.33) дает только одно собственное 
число, а именно A = @ = +1, и матрица В имеет либо вид 


+1 0 
в-| O 41 |: (11.36) 
либо вид 
я +1 0 
= 1 ai} (11.37) 


Если матрица В имеет форму (11.35) или (11.36), то соотно- 
шение (11.28) можно переписать в следующей скалярной форме: 


и (f+ 2) = № (0, 02 (Е л) = №0. (0, (11.38) 
где Ay = A, = +1, если В имеет форму (11.36). Из соотношений 
(11.38) следует, что 

01 (t+ 2л) = Avy (f + л) = Мил (0, 
01 (t + 3x) = Ar, (f +- 21) = Alo, (В, 
и (1-Е 4л) = мил (Ё 4- Зл) = Ми (2), 


v(t +n) = AFD, ‘0, (11.39) 


где п — целое число. Аналогичным образом, 
92 (t + пл) = 22% (1. (11.40) 
Следовательно, при #-» со имеем 
з 0, |Al<l, 
0; (t)> 05; Wall (11.41) 


и решение становится неограниченным по времени, если абсолют- 
ная величина любого из собственных чисел больше единицы. 
В случае когда Ay = A, = 1, соотношение (11.38) показывает, 
что решения 9; периодичны с периодом л. Если же Ay = Ag = 


= —1, то 
и: (Е 2) = (0, 
и: (t + 2л) = —v, (¢ + п) = 9; (0, (11.42) 
т. е. решения 9, представляют собой периодические функции с пе- 
риодом 2л. Таким образом, случаи 4, =A, = +1 отделяют 
устойчивые решения от неустойчивых. Эти значения /’ обычно - 
называют переходными значениями. 

Соотношения (11.38) можно использовать для того, чтобы за- 
иисать решения 9; (1) в так называемой нормальной форме, или 
форме Флоке. Для этого умножим первое из равенств (11.38) 
на exp {[—y, (Е-+ л)], где показатель y, будет определен впо- 
следствии, и получим 

ev: (+90 (f + л) = метле" (1). (11.43) 
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Если положить A, exp (—yi%) = 1, тогда exp (ух) = м и 


ве мл. (11.44) 
В результате соотношение (11.43) принимает вид | 
e-vs (+70; (¢ + л) = ет (1). (11.45) 


Следовательно, функция exp (—y,f) v, (1 является периодической 
с периодом л, так что ее можно представить как 


ery, () = Фи (), (11.46) 


где , (Ё- л) = $, (t). Таким образом, и, (1) можно предста- 
вить в нормальной форме 


2, (t) = er", (1), (11.47) 
где у: = (1/л) Indy — так называемый характеристический no- 
казатель. Аналогичным образом можно представить в нормальной 
форме и функцию о (4: 

0, (t) = е*ф, (0, (11.48) 
где фз (Е + л) = Qe = (№ и Yo = (1/л) In Ag. 

Если матрица В имеет форму (11.37), соотношение (11.28) 
переписывается в виде 


0, (t + л) = Av, (0, (11.49а) 0 (Е л) = № (д + 0, (0, (11.496) 


где 4 = +1. Используя рассуждения, аналогичные приведенным 
выше, можно представить Vv, (1) в нормальной форме 


01 (1 = е"ф, (0, 
ФЕ л) =$ (0 и y=(I/n) Ind. 
При этом второе из соотношений (11.49) принимает вид` 
из (Е л) = Avg (t) + e%q, (9. (11.51) 


Как и ранее, умножение равенства (11.51) на exp [—y (¢ + л)] 
приводит к соотношению 


ev EM yy (Е + л) = he-Ve- Vy, (1) + ет" (0, 
которое может быть переписано в виде 
ет ет, + п) = емо, (1) + Фа (0. (11.51a) 
В этом случае вид решения v, (1) отличен от (11.48) из-за присут- 
ствия члена Aq, (1). Легко проверить, что вместо (11.48) имеем- 
t 
=e" [mW +a a(]- (11.52) 


B случае |«| > 1 абсолютная величина одного из собствен- 
ных чисел A, будет больше единицы, в то время как абсолютная 
величина другого собственного числа окажется меньше единицы, 


(11.50) 
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x 


t 
Рис. 11.1. Неограниченные решения уравнения Матье. 


поскольку Ay, = | в силу условия (11.32). Так как лу, = (1/л) Ina, 
вещественная часть одного из показателей у; положительна, 
а другого — отрицательна. Поэтому из соотношений (11.41) 
или (11.47), (11.48) и (11.52) следует, что одно из решений неогра- 
ниченно растет со временем, а другое остается ограниченным. 
На рис. 11.1 показаны два возможных типа неограниченных 
решений. Решение первого типа осциллирует с амплитудой, 
экспоненциально растущей со временем, а решение второго типа 
неосциллирующее, но также возрастает со временем экспонен- 
циально. 

В случае |«| < 1 собственные значения A, представляют со- 
бой сопряженные комплексные числа, модули которых равны еди- 
нице, так что вещественные части характеристических показате- 
лей у; оказываются равными нулю. Следовательно, нормальные 
решения в этом случае будут ограничены. Эти ограниченные ре- 
шения являются, вообще говоря, апериодическими, меняясь 

7 , 


Рис. 11.2. Ограниченные решения уравнения Матье. 
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Рис. 11.3. Области устойчивости и неустойчивости (последние на рис. заштри- 
хованы) в плоскости параметров для уравнения Матье. 


с двумя частотами — мнимой частью y и частотой возбуждения, 
равной 2. В зависимости от отношения этих двух частот решение 
может принимать разнообразные формы, кроме переходных пе- 
риодических колебаний. Три возможных типа решения показаны 
на рис. 11.2. 

Переход от устойчивых движений к неустойчивым происходит 
при |«| =1, что соответствует кратным корням A, = A, = 1 
или Ay = А. = —1. При этом 7, = yo =0 или у, =, = in. 
Как указывалось выше, в первом случае существует нормальное 
периодическое решение с периодом л, а во втором — нормальное 
периодическое решение с периодом 2л. Эти свойства решений 
уравнения Матье служат основой метода растянутых параметров, 
применяемого для определения значений 6 и в, соответствующих 
условию |a| = 1 и, следовательно, переходу от устойчивости 
к неустойчивости. Переходные кривые, разделяющие плоскость 
= — 6 на области устойчивости и неустойчивости, показаны на 
рис. 11.3. Вдоль этих кривых по крайней мере одно из нормаль- 
ных решений является периодическим с периодом л или 2м. 

Характеристические показатели для уравнения (11.2) могут 
быть получены с помощью численного расчета двух линейно неза- 
висимых решений по начальным условиям (11.13) на отрезке, 
равном периоду колебаний. Используя численные значения этих 
решений и их первых производных при # = л, можно рассчитать 
@ = (1/2) [u,/m) + a, (x)], затем по формулам (11.34) определить 
Ay ие их помощью вычислить 7; = (1/п) In А,. Очевидно, что для 
каждой пары значений 6 и е эту дорогостоящую процедуру, тре- 
бующую значительных затрат машинного времени, иеобходимо 
повторять. Для случая малых у; мы опишем в $ 11.4 расчетную 
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схему, называемую методом Уиттекера, предназначенную для 
приближенного определения характеристических показателей. 

Проведенный анализ показывает, что’ применение метода рас- 
тянутых параметров или метода Уиттекера требует информации 
о качественном характере решения, а именно о нормальной форме 
решения (форме Флоке). В § 11.5 ‘и 11.6 будет показано, что 
использование метода многих масштабов и метода усреднения по- 
зволяет вполне обходиться без такой информации. 


11.3. Метод растянутых параметров 


В § 11.1 мы выяснили, что прямое разложение становится 
непригодным при 6 == 0, 1, 4, ... . Это наводит на мысль, что 
наряду с разложением по = решения и (Е, г) следует разложить 
в ряд по степеням г в окрестностях указанных значений и параметр 
6. Итак, будем искать равномерно пригодное разложение вида 


и(Ь г) = ш (t) + eu, (1) - eu, + ..., (11.53) 
6 = п? + 26, + 226, --..., (11.54) 
определяя коэффициенты 6, из требования периодичности при- 
ближенного решения. Получаемые в результате выражения для 6, 
как указывалось в предыдущем параграфе, будут определять 
переходные кривые, отделяющие области устойчивости и неустой- 
чивости решения. 
Подстановка разложений (11.53) и (11.54) в уравнение (11.2) 
дает 
йо - виа + 2, + --- + (п? + 26, + 226, +...) (ш + 
++ eu + г?и, +--+) + 2ecos 2t (шо + eu, + eu, |...) =0, 
или 
йо + п? + 2 (ity + пи, + буш + 2щ cos 28 + 
+ =? (ii, + п?и, + би, + бьшо + 2u;, cos 2 +... =0. 
Приравнивая нулю коэффициенты при последовательных степе- 
нях г, получаем 


йо + n*uy = 0, (11.55) 

diy + п?и, = —8,u) — 2 cos 2, (11.56) 

йа + n?u,z = — би; — бъшо — 2u, cos 24. (11.57) 

Общее решение уравнения (11.55) можно представить в виде 
Uy = а с0$ nt + В зп nt. (11.58) 


Из формулы (11.58) ясно, что функция Uy является периодической 
с периодом л, если п четно, и с периодом 2л, если п нечетно. 
Поэтому далее мы последовательно рассмотрим случаи п = 
=0, 1и 2. | 
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Случай п =0 
В этом случае решение (11.58) сводится к uy =a") Тогда урав- 
нение (11.56) принимает вид 
ii, = —6,a — 2 acos 21. * (11.59) 
Требование отсутствия в правой части (11.59) слагаемого, поро- 


ждающего секулярный член в решении и, (т. е. подчинение и, 
условию периодичности), приводит к условию 


6, = 0. (11.60) 
В результате уравнение (11.59) сводится к виду 
ii, = —2a cos 21. (11.61) 


Решение уравнения (11.61), He включающее в себя решение соот- 
ветствующего однородного уравнения, имеет вид 


uy = + acos 2t. (11.62) 


При этом уравнение (11.57) можно представить как 
ii, = —5,a — а cos? 2t 


и с помощью известных тригонометрических формул преобразо- 


вать его к виду 
1 


i, = —ба — а — 200344. (11.63) 
Для периодичности и, требуется выполнить условие 
бы -- та=0, 
откуда при a = 0 (т. е. в случае нетривиального решения) имеем 
&=—-. (11.64) 


Используя полученные результаты, находим решение во втором 
приближении: 


u=a+-yeacos 21| ..., (11.65) 
8=—(19 2+ .... (11.66) 


Таким образом, переходная кривая, отделяющая области устойчи- 
вости и неустойчивости и выходящая из точки г = 0, 6 = 0, опи- 
сывается уравнением (11.66). Соотношение (11.65) показывает, 
что на этой кривой решение периодично с периодом л. 


1) Решение ш= а не является общим решением, поскольку оно подчиняется 
условию ограниченности при {—> со. — Прим. перев. 
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Случай п = 1 


Подставляя (11.58) в Уравнения (11.56) и полагая п =1, 
получим уравнение 


iy + u, = — 8, (a cos Е + Бзт t) — 2 (а с0$ Е b sin 1 cos 2 


которое с помощью простых тригонометрических формул преоб- 
разуется к виду 


ay и = —(1 + 6,) acos t — (6, — 1) bsin t — 
—acos 3# — 6 sin ЗЕ. (11.67) 


Требование исключения слагаемых, порождающих секулярные 
члены в и, приводит к условиям | 


(5, + 1)a =0, (11.68) 
(6, — 1) 6 =0, (11.69) 

в результате чего уравнение (11.67) принимает вид 
iy + u, = —a cos 3 — 6 sin 34. (11.70) 
Условие (11.68) steeds ag od при 5, = —1 или при а =0, 
а условие (11.69) — при 6, = 1 или 6 =0. При этом в случае 
6, = —1 для выполнения и. (11.69) необходимо, чтобы 


b равнялось нулю, а в случае $, = 1 для выполнения (11.68) 
необходимо, чтобы а равнялось нулю. Таким образом, мы имеем 
две возможности 


6, = —1, = 0, (11.71) 
6, =1, а = 0. (11.72) 
Следовательно, решение уравнения (11.70), не содержащее ре- 
шения соответствующего однородного уравнения, имеет вид 
и, = acos 3 (11.73) 

или 


w= 6 sin 3. (1174) 
Подстановка (11.71) и (11.73) в уравнение (11.57) дает 


ii, + ily = 20 3t — 6,acos¢ — + 2008 3t cos 24, 


или 
fig +4, = — (&: + 3) acost + a cos 3 — cos 54. (11.75) 


Требование отсутствия слагаемого, которое приводит к появле- 
нию секулярного члена в решении из, дает 


&=— $. (11.76) 
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Таким образом, во втором приближении имеем 


_u=acost + eacos 3# + +++, (11.77) 
8=1 ее + .... (11.78) 


Уравнение (11.78) описывает одну из ветвей переходной кривой, 
выходящую из точки = = 0, 6 = 1, а соотношение (11.77) пока-, 
зывает, что на этой кривой решение является периодическим с пе- 
риодом 2мл.. 

Аналогичным образом, подстановка (11.72) и (11.74) в урав- 
нение (11.57) дает 


ily -+ Uy = — -b sin 34 — бб sint — + 6 sin 3¢ cos 28, 
или 


ii, + и = — (+) bsint — т 31 — 655. . (11.79) 


Требование отсутствия слагаемого в правой части (11.79), поро- 
ждающего секулярный член в решении Uy, приводит к условию 


&=—+. (11.80) 

Следовательно, BO втором приближении имеем также 
u=bsint -- ебал 3t+ ++, (11.81) 
8=1+е—е+.... (11.82) 


Уравнение (11.82) описывает вторую ветвь переходной кривой, 
выходящую из точки г = 0, 6 = 1, а соотношение (11.81) показы- 
вает, что и на этой ветви решение имеет период 2л. 
Случай п = 2 
Подставляя (11.58) в уравнение (11.56) и полагая п = 2, 
получаем 
ii, + 4u, = —8, (а cos 2t + 6 sin 28 — 
— 2 (acos 2t¢ + Быт 28 cos 2t, | 
или : 
й, + 4u, = —6, acos 2¢ — 6,6 sin 2t — 
—a—acos 4t — Бут 4t. (11.83) 
Из условия уничтожения секулярного члена в и, следует, что 
6, = 0. При этом решение (11.83), не включающее в себя решение 
соответствующего однородного уравнения, дается формулой 


ty =— La +4 acos4t + 5b sin 44. (11.84) 
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Тогда уравнение (11.57) с учетом (11.84) принимает вид 
il, + 4u, = —6, (а с0$ 2t + 6 sin 28) — 2(—ya + ty acos4t -- 
+565 42) cos 2, 
или 
ily + 4ug = — ( =) cos 2t — (8 + ay) sin 2+ (Н. С. Ч). 
(11.85) 


Потребовав, как обычно, исключения секулярных членов из и», 
приходим к соотношениям 


1 
(& — 3 =r )a=0, (8 + 4x) 6=0. (11.86) 
Таким образом, существуют два решения 
&=-, 6=0 (11.87) 
ИЛИ 
&=—-5, а=0. - (11.88) 
Итак, во втором приближении имеем 
1 1 
ею aa a ils (11.89) 
6244-е. (11.90) 
ИЛИ 
u=bsin 22 4+ ebsin At + +++, (11.91) 
6= 4—ще+. Aare (11.92) 


Уравнения (11.90) и (11.92) описывают две ветви переходной кри- 
вой, выходящие из точки г = 0, 6 = 4; при этом соотношения 
(11.89) и (11.91) показывают, что на этих ветвях решение и пе- 
риодично с периодом л. 


11.4. Метод Уиттекера 


В предыдущем параграфе мы установили, что метод растяну- 
тых параметров позволяет найти переходные кривые и периоди- 
ческие решения на этих кривых. Если же нас интересуют решения 
в окрестности переходных кривых, необходимо воспользоваться 
другим подходом. Для этого используем нормальную форму ре- 
шения, или форму Флоке. Положим 


и()=е"ф(0, (11.93) 
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где в соответствии с теорией Флоке ф (¢ + л) = g (t). Но диффе- 
ренцирование (11.93) по Ёдает 


a=evr'g + уе", (11.94) 

й = ev + 2уе"ф + per. (11.95) 

Подставляя выражения (11.93) и (11.95) в уравнение (11.2), имеем 
@ + 2$ + (6 + y? + 2e cos 2t) ф = 0. (11.96) 


Таким образом, задача сводится к определению у и построению 
‚периодических решений уравнения (11.96) при заданном 6. В ок- 
рестности переходной кривой величина Y мала, и поэтому будем 
искать разложение в форме 


Ф (2) = Go (t) + eg: (t) + = (ft) +--+, (11.97) 
$ = & - гб, + 225, + ..., (11.98) 
у=ел + #1. +.... (11.99) 


Для того чтобы дать лишь общее представление о методе Уитте- 
кера, ограничимся нахождением членов порядка г. Подставляя 
разложения (11.97)—(11.99) в уравнение (11.96), находим 


фо + ef: + ey: (фо -+ ea) + (65 + 26: +e” yi ++ 2e cos 2t) x 


Х (Po + ефи) + +++ =0, 
ИЛИ 
Фо + бофо + & (фи, + 6,4: + 2у1Ф + 
- 19 + 24 cos 2) + +++ = 0, (11.100) 


Приравнивая нулю коэффициенты при ги е в уравнении 
(11.100), получаем 


фо + 5% = 0, (11.101) 
G1 + 55$: = —2714 — 61$ — 2G cos 21. (11.102) 
Общее решение уравнения (11.101) можно представить как 


Фо = acos У & Е В зу 5 t. (11.103) 


Поскольку, согласно теории Флоке, функция ф имеет период л, 
то величина У 6) будет равна п, где п — произвольное целое чи- 
сло. При этом уравнение (11.102) примет вид 


фа + np, = —2y, (—an sin nt + бп cos nt) — 
— 8, (a cos nt + В sin nt) — 2 (acos nt + вт nt) cos 2¢. (11.104) 


В случае n= 1 источником секулярных членов в решении $, 
оказываются первые два слагаемых правой части (11.104), про- 
порциональные y, и 51; в случае п = | секулярный член поро- 
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ждается и последним слагаемым. Таким образом, уравнение 
(11.104) можно переписать в виде 


фи + Фи = (2y,a — 616 + 6) sint — 
— (216 + бла + а) cost + (Н. С. Ч). (11.105) 


Уничтожая слагаемые, приводящие к появлению секулярных 
членов в @, имеем 


2а + (1 — 8) 6 = 0, (1 + $) a + 26 = 0." (11.106) 


Условием существования нетривиального решения системы 
(11.106) является обращение в нуль ее определителя, т. е. 


4yi — (1-8) =0, ин = (1-98), 
откуда 
в=+зИ!Я. (11.107) 


Из первого уравнения (11.106) с учетом формулы (11.107) следует, 
что 


a2 2y1 2 1-6, \1/2 
b=— 7 a= + (7H) a. (11.108) 


Следовательно, в первом приближении получаем 


2 
u= але) et V1-04 [cost =. ( oot )" sint | + 


+ age вл м УТ [cost + (1-е) sins] + ..., (11.109) 
где а; и а, — произвольные постоянные, которые определяются 
из начальных условий задачи. 

Соотношение (11.109) представляет собой первое приближение 
к решению и на переходной кривой и в ее окрестности. При 
этом характеристические показатели оказываются равными 


те У! — 61. Поэтому движение будет неограниченным при 


6: «Ти конечным при 6? > 1. Значения 6 = 1, или 6, = +1, 
соответствуют переходу от устойчивого режима к неустойчивому. 
Следовательно, переходные кривые, выходящие из точки = = 0, 
$ =1, описываются в первом приближении уравнениями 


b=ltet.... (11.110) 
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Хотя метод Уиттекера и позволяет получить равномерную 
аппроксимацию решения уравнения (11.2) на переходных кривых | 
и в их окрестностях, однако он пригоден только для линейных ' 
задач, при решении которых можно обратиться к теории Флоке 
с тем, чтобы с ее помощью заранее определить форму решения. 
К нелинейным задачам теория Флоке неприменима, и априорная 
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информация о виде решения отсутствует, поэтому использовать 
метод Уиттекера в таких задачах не представляется возможным. 
Тем не менее существует эффективный метод приближенного ре- 
шения и для нелинейных задач. Таким методом является метод 
многих масштабов, не требующий к тому же задания какой бы 
то ни было априорной информации о характере искомого решения. 

Для того чтобы проиллюстрировать применение метода мно- 
гих масштабов к уравнению (11.2), будем искать равномерно при- 
годное разложение решения в виде 


и (Не) = и(То, Tay Tas ..., Try в) = Uy + ви: + 2, +--+, (11.111) 
где T, = e"t. В этом параграфе мы получим только разложение 
первого порядка, оставляя построение высших приближений чи- 
тателю (см. упражнения ‘в конце данной главы). Таким образом, 
будем проводить вычисления с точностью до членов порядка в 
и поэтому используем только два масштаба времени и соответ- 
ственно две независимые переменные Ту и 7). Подставляя раз- 
ложение (11.111) в уравнение (11.2) с учетом формул (5.45) и (5.46), 
получаем 
(Dj + 2ебьр,) (шо + etts) +: (8 + 2e cos 2То) (шо + £41) + ++» =0, 
(11.112) 
где cos 2¢ представлен Kak функция быстрого времени. Приравни- 
вая нулю коэффициенты при =’ и ег, имеем 
Ditto + 84 = 0, (11.113) 
Dou -|- uy = —2 ОО шо — Зио cos То. (11.114) 
Общее решение уравнения (11.113) может быть представлено 
в комплексной форме = 
ш = A(T) Te + A(T) e-fTo, (11.115) 
где Ф=Иб или ow =6. (11.116) 
При этом уравнение (11.114) принимает вид 


Dour + ou; = —2iwA’e'™ + 2iwA'e 7? — в 
— (еТь 4 @-2/T0) (АегТь + Ae-!Te), 
или 


Ditty + wy = —2%0А'е'9Т® — Де’ 2-0) Te — Ae! + То 4 (к. с.). 
(11.117) 
Для нас интерес представляют два случая: 1 - о =О(и 
1 —© =О0 (2). 
Случай w, далеких от единицы 


В этом случае условие уничтожения секулярных членов в ре- 
шении и; сводится к уравнению A’ = 0, откуда 


А = Ay = const. (11.118) 
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Следовательно, в первом приближении имеем 
и = Аег То. 

Если положить A, = (1/2) ay exp (№), где аи В — вещественные 
постоянные, то решение и примет вид 

и = a, cos (wt + Bp), (11.119) 
из которого следует, что движение исходной системы является 
ограниченным. : 

Случай в ~ 1 


В этом случае введем параметр расстройки с помощью соот- 
ношения 
@ =1 го, (11.120) 
и положим 
(2 — ©) Ty = оТ, — 22017) = OT, — 2%.Т,. (11.121) 


Из вида правой части уравнения (11.117) следует, что секулярные 
члены уничтожаются при условии 


QiwA’ + Дет, = 0. (11.122) 


Уравнение (11.122) можно решить, представляя комплексную 
амплитуду А либо в показательной, либо в алгебраической форме. 
В первом случае имеем 


А=-уаей. (11.123) 
При этом уравнение (11.122) принимает вид 
iw (a’ + 98’) ев 4 ae! (8420.7) = 0, 


ИЛИ 

дк (а" +- taf’) + ae- = iw (a’ + ia’) + +-acosy — + ia sin x =0, 
(11.124) 

re % = 2B + 20,7, (11.125) 


Отделяя в уравнении (11.124) вещественную и мнимую части, 
имеем 


oa’ = + asiny, ~ (11.126) 
ap! = cos x. (11.127) 
Исключение В из соотношений (11.125) и (11.127) дает 
way’ = 2m@,a + а со$ х. (11.128) 
‚ Из уравнений (11.126) и (11.128) в случае a0 следует 
da _ 1 sin% dy = 1 d (cos x) 
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Интегрируя это уравнение, получаем 
a = с [2 -+- с0$у] 1/2, (11.129) 

где с — произвольная постоянная. Уравнение (11.129) задает 
связь между a HX. При этом, для того чтобы получить зависи- 
мость а и, следовательно, х от времени 7}, нужно решить урав- 
нение (11.126) или уравнение (11.128). 

При изменении переменной x от —oo до -Н со с0$ х, меняется 
от —1 до 1. Следовательно, выражение в скобках в (11.129) 
будет обращаться в нуль, а амплитуда а — в бесконечность 
(т. е. движение становится неограниченным) при условии 200, < 
<1 или 20%, > —1; в остальных случаях выражение в скобках 
в нуль не обращается и амплитуда а остается ограниченной. Та- 
ким образом, переход от устойчивого режима к авы 
происходит при выполнении соотношений 


2oo, = |, 20, = —1. 

При этом, поскольку © ~ 1, указанные условия дают в. ~ 1/2 
ИЛИ @, = —1/2. Следовательно, переходные кривые описываются 
уравнениями 

1 

@=1 2+ к, 

Вспоминая, что 6 = w’, получаем для переходных кривых, вы- 
ходящих из точки e = 0, 6= 1, уравнения вида 

ae 2 

8 = (1 tyzet ...) р 

или б=1е-.... (11.130) 


При втором способе решения прежде всего введем в уравнение 
(11.122) преобразование 


А = Ве-‘вТ., (11.131) 


переводящее его в уравнение с постоянными козффициентами 
вида 


2iwB’ + 200,B + В = (11.132) 
Для решения уравнения (11.132) представим Ae в алгебраической 
форме 
В = В, + (В, (11.133) 
в результате чего получим 
2% (В; В; -+ 2am, (В, -+ iB;) + B, —iB;=0. (11.134) 
Отделяя в (11.134) вещественную и мнимую части, находим 
2B, + (200, — 1) B; = 0, (11.135) 
2B; — (20; + 1) В, = 0. 
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Уравнения системы (11.135) имеют постоянные коэффициенты, 
поэтому решение этой системы можно искать в виде 


В; = Вет Ть, В; = bev", (11.136) 
Подстановка (11.136) в (11.135) дает 

2wy,b, + (20%: — 1) В: = 0, 

—(2@@, + 1) 6, + 2b; = 0. (11.137) 
Нетривиальное решение системы (11.137) существует при условии 
обращения в нуль ее определителя: 

40°yi + (407 — 1) =0 или y= + (0? — 4), 

откуда 


== Vo? — 40. (11.138) 
Поскольку w = 1, соотношение (11.138) можно записать в виде 
И 1—4. (11.139) 
При этом из (11.137) следует, что 
__ __ 20; 1-20, \12 
БВ, = = (= by. (11.140) 


Подставляя выражения для Au В из формул (11.131) и 
(11.133) в решение (11.115) и далее — в разложение (11.111), 
с учетом соотношения (11.120) имеем 


и = (В, + iB;) ef (To-o7s) -|- (В, — В) ent (®То-виТь) |... = 
= (В, -Е1Вдей -P(B, — Вдеи--.. 
= B, (e!* + ei) + iB, (el! феи) = 
= 2B,cost — 2B; sint -}- +++. (11.141) 


Воспользовавшись теперь выражениями (11.136) и (11.140), пере- 
пишем формулу (11.141) в виде 


= ае 2) et Ит-4ю} — (1-20, \!? |. 
и = aye e *i [cost (= oR ) sint | -| 


+ age ом Ут [eos ¢ + (Ее 1 Bi “sint] pees. (11.142) 


Разложение (11.142) полностью ВВ с разложением (11.109), 
полученным по методу Уиттекера, если учесть, что 2%, = §. 


11.6. Метод усреднения 


Для того чтобы применить к уравнению (11.2) метод усреднения, 
прежде всего следует ввести вместо переменной и (= новые зави- 
симые переменныеТа (1) и В (1), положив 


и (9 =а (8 с0з [9Ё-+ В (01, . (11.143) 
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где, как и ранее, 6 = w?. Дифференцирование (11.143) по # дает 
a = —wa sin (wt + В) + 4 cos (wt + В) — 


— af sin (wt + В). (11.144) 
Kak и ранее, подчиняя решение условию, что 
й = —wa sin (ot + В), (11.145) 
получаем из (11.144) 
4 cos (wt + В) — af sin (wt + В) = 0. (11.146) 
Дифференцирование (11.145) no ¢ дает 
ii = — 07а cos (wt + В) — ва sin (wt + В) — 
— шов cos (wt + В). (11.147) 


Подставляя выражения (11.143) и (11.147) в уравнение (11.2), 
имеем 


— а cos (wf - В) — ой sin (wt + В) — wa cos (wt + В) + 
+ (6-1 28 cos 21 а cos (wt + В) = 0. 
Упрощая последнее уравнение, с учетом равенства § = w* полу- 


° чаем 


oa sin (wt + В) + ав cos (wt + В) = 
= 2ea cos 2t cos (wt + В). (11.148) 


Разрешая уравнения (11.146) и (11.148) относительно a и 6, 
находим 
wa = 2ea cos 2t sin (wt -| В) cos (wt + В), 
wap = 2ea cos 21 cos? (wt + В). (11.149) 
С помощью известных формул тригонометрии перепишем 
(11.149) в виде 
од = + ea {sin (2( + 1)6-- 28] + sin [2(— 0+8, (11.150) 


wap = - ea {2 60521 + cos [2 (в + 1) + 2B] + cos [2(@ — 1)¢ + 28. 
(11.151) 

Приближенное решение имеет различный вид для w, близких 

и далеких OT, единицы. В последнем случае все члены в правых 

частях уравнений (11.150) будут быстро меняющимися, так что 

в первом приближении имеем 

4=0, 8 =0, Е 

что полностью согласуется с уравнением (11.118), полученным 

по методу многих масштабов. При ® ~ | функция (® — 1)¢+ В 

представляет собой медленно меняющуюся функцию {. При этом 
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из уравнений (11.150) и (11.151) следует, что в первом прибли- 
жении 


wd = + ea sin [2 (&— 1)t -+ 2B}, 


ча = + ea cos [2 ( — 1)t + 2], (11.152) 


что также согласуется с системой уравнений (11.125)—(11.127), 
полученной по методу многих масштабов. 


Упражнения 


1. Рассмотреть уравнение Матье 
с a+ (6+ 2e cos 21 и = 0. 
Используя метод многих масштабов, построить равномерно пригодное разложе- 


ние второго порядка при 6 = 0 иб= 4 
11.2. Рассмотреть уравнение Матье 


й-- (6 + 22 cos 20 и = 0. 


Используя метод Уиттекера, построить равномерно пригодное разложение вто- 
рого порядка при 6 = 0 ибл 4. 
11.3. Рассмотреть уравнение 5 
| п = 
a +ecos2t — 
а) Построить разложения второго порядка для уравнений переходных кри- 
вых вблизи точек 6=0, 6=1иб= 4. 
6) Используя метод Уиттекера, построить разложение второго порядка 
для решения и в окрестности этих кривых. 
11.4. Рассмотреть уравнение 
6 — 2с05? { 
———— 4= 0. 
at | — 55057 t 9 
а) Построить разложения второго порядка для уравнений первых трех 
переходных кривых (т.е. при 6 =0, 1, 
6) С помощью метода Уиттекера построить приближенное решение в окрест- 
ности этих кривых. 
11.5. Рассмотреть уравнение 


a+ (6+ =с033 {) 


Построить разложения второго порядка для первых трех переходных кривых 
с помощью метода растянутых параметров и метода Уиттекера. 
11.6. Рассмотреть уравнение 


й + (8 + @cos 2 — > era sin 2t +p etcos at) w= 0. 
Найти два первых члена в уравнениях переходных кривых при 6 ~ | иб & 4. 


11.7. Рассмотреть уравнение 


a+ + (1 — ecos #)-2 a~? [2 (1 — € cos #) (2 — га? cos #) + 22a? sin? t] u = 0. 
Показать, что первые три переходные кривые описываются уравнениями 
: < 


1 
= — = — #2 
а=2 = 568, а 1+ 4-2. 
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11.8. Рассмотреть уравнение 
i + (6? + 22 cos 38 и = 0, e<il. 


а) Используя метод вариации параметров, получить уравнения для ампли- 
туды и фазы. 

6) Используя метод усреднения, получить уравнеиия, описывающие мед- 
леиные изменения амплитуды и фазы. Рассмотреть все возможные случаи. 
11.9. Используя метод многих масштабов и метод усреднения, получить урав- 
нения первого приближения для амплитуд и фаз в случае системы, описы- 
ваемой уравнением 

a + @ju = eu? cos Qf, 


где Q существенно отлична от нуля и 
а) @p далека от Q и 9/3, 
6) @ = Q, 
в) 3@) = Q. 
11.10. Рассмотреть уравнение 
а офи + 2213 с0$ 21 =0, e<l. 


Используя метод многих масштабов и метод усреднения, получить уравиения, 
описывающие в первом приближении амплитулу и фазу колебаний данной си- 
стемы при следующих условиях: 


а) Wp далека от [и 1/2, 
6) a = 1, 
B) Wy © 1/2. 


11.11. Параметрическое возбуждение системы с двумя степенями свободы опи- 
сывается системой уравнений 


й, + @ju, + & cos Qt (fat + fio) = 0, 
й. + Зи, + € cos Qt (fort, + footy) = 0. 


Используя метод многих масштабов и метод усреднения, получить уравнения 
для амплитуд и фаз колебаний при условии Q л= ws F a. 


Глава 12 


ЗАДАЧИ С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ 


В задачах, рассмотренных в гл. 4—11, влияние возмущений 
было малым, однако они действовали в течение длительного вре- 
мени. Поэтому соответствующие амплитуды и фазы оказывались 
медленно меняющимися функциями времени и их можно было ис- 
следовать путем введения медленных временных масштабов или 
почти тождественных преобразований координат. В этой главе 
мы будем рассматривать задачи с возмущениями, действующими 
в очень узких областях, или зонах, в которых зависимые перемен- 
ные испытывают достаточно резкие изменения. Ввиду наличия 
малого параметра при старшей производной эти узкие зоны часто 
оказываются лежащими вблизи границы области, в которой ре- 
шается задача. Поэтому в задачах механики жидкостей и газов 
такие зоны называют обычно ‘пограничными слоями, в механике 
твердого тела — областями краевого эффекта, в электрических 
приложениях — поверхностными, или скин-слоями.Во многих 
физических задачах резкие изменения зависимых переменных 
часто происходят внутри интересующих нас областей; в таких 
случаях узкие зоны, где эти изменения имеют место, в механике 
жидкостей и газов и в механике твердого тела называются обычно 
ударными слоями (скачками уплотнения), в квантовой механике — 
точками перехода, в математике — стоксовыми линиями или 
поверхностями. Указанные быстрые изменения мы не можем 
исследовать с помощью обычных медленных масштабов; это при- 
водит к необходимости вводить новые — быстрые, увеличенные 
или растянутые — переменные. 

Существует большое число методов исследования задач с по- 
граничным слоем, как, например, метод сращиваемых асимптоти- 
ческих разложений, метод составных разложений, метод многих 
масштабов, метод ВКБ и преобразование Лангера. Два послед- 
них метода применяются только для линейных уравнений с боль- 
шим параметром — мы обсудим их в гл. 14. В данной главе огра- 
ничимся лишь анализом метода сращиваемых асимптотических 
разложений, затем кратко рассмотрим метод составных разложе- 
ний, и на одном примере следуем возможности метода многих 
масштабов. 

Мы начнем с анализа простого примера, имеющего точное ре- 
шение; это решение удобно использовать в дальнейшем для срав- 
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нения и обоснования предлагаемых методов. Затем мы исследуем 
несколько линейных и нелинейных задач, у которых точные ре- 
шения отсутствуют. 


12.1. Простой пример 


Рассмотрим краевую задачу вида 
ey” + (1 =) у’ (1 — =) у=0, (12.1) 
y (0) =a, y (1) = B, (12.2) 
где г — малый безразмерный параметр, который мы считаем по- 
ложительным. При этом предполагается, что уравнение и гра- 


ничные ‘условия уже приведены к безразмерному виду. 
Для начала будем искать прямое разложение решения в форме 


у (х; г) = Yo (х) + ey; (x) +... (12.3) 


Подстановка разложения (12.3) в уравнение (12.1) и граничные 
условия (12.2) дает 


2 (yo + eyi + ++) + (1 +2?) (yo ай + ++) + 
+ (1 — =) (yo +e +...) =0, 


Yo (0) + ги, (0) + --- =а, 
Yo (1) + ey, (1) + --- = В. 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях &, имеем: 
для порядка e°: } 
у + и =0, (12.4) 
Yo (0) = а, Yo (1) = В; (12.5) 
для порядка el: 
ии =Ь— и, (12.6) 
91 (0) = 0, y, (1) =0. (12.7) 
Общее решение уравнения (12.4) записывается в виде 
Yo = “e*, (12.8) 


где с, — произвольная постоянная. 

Отметим, что, согласно (12.5), на функцию Yo накладываются 
два граничных условия; в то же время общее решение (12.8) 
содержит лишь одну произвольную постоянную. Таким образом, 
мы оказываемся не в состоянии (кроме как по чистой случайности) 
удовлетворить обоим граничным условиям. Например, восполь- 
зовавшись условием у, (0) = a, из формулы (12.8) имеем 


@ = с, ИЛИ Yo = @е^®. (12.9) 
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Используя же граничное условие у, (1) = В, с помощью (12.8) 
находим 

В = ce, или с, = Ве, (12.10) 
откуда Yo = Ве!-х. (12.11) 
Сравнение выражений (12.9) и (12.10) показывает, что для того, 
чтобы удовлетворить обоим граничным условиям, постоянная Co 
должна принимать одновременно два различных значения, а именно 
Cy = а и Cy = Ве. Это конечно, невозможно, если исключить слу- 
чайное совпадение, когда a = Ве. 

Сравнивая уравнение (12.4) с исходным уравнением (12.1), 
можно заметить, что уравнение (12.1) является уравнением вто- 
рого порядка, что позволяет использовать оба граничных усло- 
вия, тогда как уравнение (12.4). оказывается уже уравнением 
первого порядка — для него можно использовать лишь одно 
‚граничное условие. Таким образом, мы не в состоянии удовлетво- 
рить другому граничному условию и обязаны его опустить. Есте- 
ственно, нельзя ожидать, что и результирующее разложение ока- 
жется пригодным на том конце промежутка, где опущено соот- 
ветствующее граничное условие. При этом возникает вопрос, 
какое же из заданных граничных условий должно быть отбро- 
шено. Как будет видно из последующего изложения, на этот 
вопрос можно ответить, привлекая как физические, так и матема- 
тические соображения. Ниже мы покажем, что в случае, когда 
коэффициент при, у’ в уравнении (12.1) положителен, следует 
отбрасывать граничное условие на левом конце промежутка, 
т. е. при x = 0. 

Опуская граничное условие у (0) = a, получаем, что с, = Ве 
и функция Yo дается выражением (12.11). Тогда (12.6) переходит 
в уравнение 


ии = —Ве-*, (12.12) 
общее решение которого 
Y, = с1е-* — Вхе!-*. (12.13) 


Поскольку уравнение (12.12) вновь оказывается уравнением пер- 
вого порядка, решение у, будет содержать только одну произ- 
вольную постоянную, и мы опять не сможем удовлетворить обоим 
граничным условиям (12.7). Таким образом, решение задачи 
для у, не позволяет преодолеть указанную трудность. Точно так 
же нет оснований ожидать каких-либо изменений и на после- 
дующих стадиях итерационного процесса, поскольку на каждом 
шаге соответствующее дифференциальное уравнение будет оста- 
ваться уравнением первого порядка. Таким образом, мы вновь 
отбрасываем граничное условие при х = 0 и, используя гранич- 
ное условие у, (1) = 0, получаем из (12.13), что с, = Ве. Окон- 
чательно имеем ‘ 


и = Be!-* — Bxe'—* =B (1 — x)el-*, (12.14) 
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Подставляя теперь выражения (12.11) и (12.14) в разложение 
(12.3), находим 


у = Ве! -* +- eB (1 — де -.... (12.15) 
При этом в точке x = 0 имеем у = Ве (1 + =), что, вообще го- 
воря, отлично от значения © в первом из условий (12.2). 
Для того чтобы выявить причину неравномерности получен- 
ного разложения и способы ее устранения, обратимся к точному 
решению нашей задачи. 


Точное решение 
Так как уравнение (12.1) представляет собой линейное диф- 


ференциальное уравнение с постоянными коэффициентами, его 
решение можно искать с помощью подстановки 


у = es, 
которая приводит к характеристическому уравнению 
или es? + (1 + =) $ + 1 — 2? =0, 


(es +. 1 — г) $ + 1 — =) = 0, 
корни которого суть 
1 


$ = — (1-Е 2) и =——--+ 1. 

Таким образом, общее решение (12.1) можно представить в виде 

у = aye (+) х -|- зе ЦИе)— Их, (12.16) 
Подставляя решение (12.16) в граничные условия (12.2), имеем 

аа На» P= ayer 4+ ае-ию-П, 
откуда 
В — aeW (1/8) — 1} ae~ (+8) — В 
a= iF) ue” = Tt) ele 


Следовательно, точное рещение исходной задачи записывается как 


[8 — wen (Ve) — П]е-- (18) х {| fag (+9) — в] ЦИ -Пя 
ее ee 


Для того чтобы установить причину неравномерности прямого 
разложения вблизи начала координат, разложим точное решение 
(12.17) в ряд для малых =. При этом обратим внимание на TO 
обстоятельство, что при г — 0 функция exp (—1/e) будет меньше, 
чем любая положительная степень =. Поэтому мы можем перепи- 
сать формулу (12.17) в виде 


y = Pell te) 1—я) + fo — Ве! +] е- @/e)+* -- (Э. М. Ч.), (12.18) 


где сокращение (9. М. Ч.) используется для обозначения экспо- 
ненциально малых членов. При построении прямого разложения 
(12.15) предполагалось, что переменная х имеет некоторое фикси- 
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Рис. 12.1. Сравнение внешнего разложения у” с точным решением у° при ё = 
= 0.01, В = 1.0 иа == 0.0. 


рованное значение, отличное от нуля, после чего разлагалось ре- 
шение у при малых в. Если x фиксировано и положительно, 
тогда функция exp (—x/e) будет экспоненциально мала, и мы 
можем переписать решение (12.18) в виде 


у = Pellte) 1—=) 4 (3, М. Ч.). (12.19) 
Раскладывая выражение (12.19) при малых &, имеем 
у = Ве!-—жее (1х) + (3. М. Ч.) = 


ва [Ie + те... |, 


откуда у= Ве —* + 28 (1 — де + --. (12.20) 
в полном соответствии с прямым разложением (12.15). 

Как и в случае прямого разложения, формула (12.20) стано- 
вится непригодной вблизи точки x = 0, поскольку при этом 
у (0) = Ве (1 + 8), т. е., вообще говоря, отлично от значения & 
в первом из граничных условий (12.2). Следовательно, в про- 
цессе разложения решения (12.17) для случая малых е мы, по- 
видимому, воспользовались одной или несколькими необоснован- 
ными операциями, которые и послужили причиной возникновения 
неравномерности полученного разложения. Для того чтобы про- 
следить, какие это были операции, проанализируем более под- 
робно процесс разложения в ряд точного решения. Прежде всего 
мы предположили, что функция exp (—1/=) экспоненциально 
мала, и получили при этом выражение (12.18), которое остается 
равномерным при x = 0, поскольку оно дает y (0) = @, т. е. удов- 
летворяет первому из граничных условий (12.2). Далее, мы зафик- 
сировали некоторое положительное значение х и, исходя из того, 
что функция exp (—x/e) экспоненциально мала, перешли к фор- 
муле (12.19). Полагая в этом выражении х = 0, видим, что у (0) = 
= Вехр (1 - г), т. е. получаем значение, вообще говоря, отли- 
чающееся от значения « из граничного условия (12.2). Таким об- 
разом, именно этот шаг является причиной неравномерности 
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Рис. 12.2. Влияние величины параметра = на толщину пограничного слоя 
при В = 1.0 иа = 0.0. 


нового разложения. Рассматривая указанный переход более 
внимательно, можно заметить, что функция exp (—х/е) будет 
экспоненциально малой при = -> 0 только в том случае, когда. зна- 
чение х положительно и достаточно далеко от нуля. Поэтому не 
удивительно, что любое разложение, полученное на основе этого 
допущения, становится непригодным, когда x ~ 0. Фактически 
при x = 0 exp (—x/e) = 1, что всегда будет много больше, чем 
любая степень г”, где т > 0. Если xe x = в, то exp (—x/e) = e7}, 
т. е. эта функция оказывается величиной О (1) и уже никак не 
экспоненциально малым членом. 

Возникает вопрос, насколько применимо полученное прямое 
разложение (12.15), если мы знаем, что оно непригодно вблизи 
точки х = 0. Ответ на этот вопрос можно видеть из рис. 12.1, 
на котором приведено сравнение решения у’, подсчитанного по 
формуле (12.15), с точным решением уг (формула (12.17)) для слу- 
чая е = 0,01. Нетрудно заметить, что при указанном малом & 
решение у° хорошо согласуется с уе везде, за исключением малого 
участка вблизи точки x = 0, где у’ быстро меняется, чтобы успеть 
удовлетворить граничному условию. Этот участок вблизи начала 
координат мы будем называть пограничным слоем. Рис. 12.2 
показывает, что по мере уменьшения величины г пограничный слой 
становится все более тонким; следовательно, решение у (x; г) 
непрерывно при 2 > 0, но претерпевает разрыв в точке г = 0, 
и мы не можем произвольно менять порядок предельных перехо- 
дов при x -> Ои = -> 0. В самом деле, в соответствии с формулой 
(12.17) имеем 

lim y (x; =) =a, 
х>0 
откуда lim lim y (x; =) =a. 3 
#>0 x30 


С другой стороны, из решения (12.17) следует, что ` 
lim у (x; =) = Ве! 
e>0 
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и, следовательно, 
lim lim y (x; =) = Ве. 


х->0 £30 


Таким образом, 

Ши Ш у (х; =) >= Ши Им у (х; =), 

#50 х>б x20 =>0 
что и доказывает неравномерную сходимость прямого разложе- 
ния у’ к точному решению задачи у (x; г). Задачи такого рода 
обычно называются задачами сингулярных возмущений. Анализ 
точного решения (12.17) показывает, что функция у зависит от 
X WM различными способами — в виде комбинаций (масштабов) 
x/e, ex, а также прямо от x. При этом возникает вопрос, нельзя ли 
построить равномерно пригодное разложение, используя в ка- 
честве масштаба не переменную x, а некоторую функцию Xx и 8. 
Для того чтобы ответить на этот вопрос, исследуем теперь вли- 
яние разных масштабов переменных на получающиеся в резуль- 
тате разложения. 


Влияние разных масштабов на разложение 


Идея метода построения равномерно пригодных разложений 
для задач сингулярных возмущений заключается в том, что мы 
увеличиваем или растягиваем пограничный слой и исследуем 
поведение решения в пограничном слое как функцию новой, рас- 
тянутой переменной. Для облегчения этого исследования. проана- 
лизируем влияние смены масштаба непосредственно на результи- 
рующем разложении (12.18). 

Перейдем, например, от переменной х к растянутой (мелко- 
масштабной) переменной § = x/e. Тогда выражение (12.18), 
которое не содержит явно экспоненциально малых членов, пере- 
пишется следующим образом: 


у = Вей+е) 1-20 4 [ox — Ве!+е] е-Ё+ + (Э. М. Ч.). 


Раскладывая его при малых и при фиксированном значении &, 
получаем 


y = Be-+ (a — Ме {Pe (1 — 8+ [—Be + (@ — fe) lek} + ый 
(12.21 
Возвращаясь в разложении (12.21) вновь к переменной x, имеем 


y = Ве (1 — x) + (a — ве) (1 +x) e-*/ + гве 1 — e-*/e] +--+. (12.22) 


В начале координат у (0) = «, тогда как на правом конце про- 
межутка y (1) = гВе. Поэтому разложение (12.22) оказывается 
непригодным в окрестности точки x = |, хотя оно, по-видимому, 
остается в силе в начале координат. На рис. 12.3 показано, что 
разложение (12.22) хорошо согласуется с точным решением лишь 
в малой окрестности точки х = 0, но сильно отклоняется от него 
вдали от этой точки: 


12.1. Простой пример 283 
40 
20 у 


0 05 050 05 10 * 


Рис. 12.3. Сравнение так называемого внутреннего разложения (12.22), обо- 


значенного на рис. через РВ с точным решением у’ при = 0.01, В = 1.0 
иа = 0. 


В качестве второго примера рассмотрим еще более мелкий мас- 
штаб, а именно переменную ¢ = х/=?. Тогда разложение (12.18) 
можно переписать в виде 


y = Belle) (eb) -- [oy — Ве!+е] е-®5+е\ + (Э. М. Ч.), 

откуда при малых е и фиксированном & получаем 

у=а—е (а — Ве 5+ ..., (12.23a) 
‘cai y=a——=(a—fe)+--. (12.236) 
В начале координат мы вновь имеем условие у (0) = a, в TO время 
как на правом конце y (1) = а — (< — Ве)/е, что отличается от 
величины В из условий (12.2). Таким образом, разложение (12.23) 
оказывается неприменимым вблизи точки x = |. : Фактически 


же оно будет пригодным только в очень малой окрестности 
начала координат (рис. 12.4). 


y 
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Рис. 12.4. Сравнение так называемого внутрение-внутреинего разложения (12.23), 


обозначенного Ha рис. через у"', с —— решением y° npw ё = 0.01, В = 1.0 
на = 
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В качестве третьего примера исследуем случай умеренно рас- 
тянутой координаты т] = x/e'/?. Для нее разложение (12.18) 
переписывается в виде i 


y = Pettteri—el/?n) 4 fe — Bette] ene? +e!/2n 4 (9, М. Ч.), 
откуда при малых = и фиксированном 1 имеем 


у=Ве(1 te (I ely t а...) = 
= Be [1—ely +e (1+ 12) + s+], (12.24а) 
или уве [1-х е+ ... |. (12.246) 


В начале координат y (0) = Ве (1 + г) а, а на правом конце 
промежутка y (1) = Ве (++ e) #«. Таким образом, разло- 


жение (12.246) оказывается непригодным вблизи обоих концов. 
Из рис. 12.5 видно, что это разложение хорошо согласуется с точ- 
ным решением лишь на небольшом внутреннем интервале изме- 
нения переменной x. 

} Приведенное ‘рассуждение показывает, что’разложение функ- 
ции, зависящей от некоторого аргумента и малого параметра, на- 
пример функции у (x; &), очень сильно зависит от используемого 
при этом‘масштаба (т. е. от того, какой аргумент считается фикси- 
рованным). В рассмотренном примере при фиксированном х 
мы получили разложение (12.20), пригодное везде, за исключе- 
нием малой окрестности начала координат. Зафиксировав пере- 
менную & = x/e, мы получили разложеиие (12.22), справедливое 
только в малой окрестности точки х = 0. Считая же фиксирован- 
ной переменную ¢ = х/=й, мы получили разложение (12.23), имею- 
щее место в еще меньшей окрестности начала координат. Наконец, 
фиксируя "переменную n= х/=!/2, мы получили формулы (12.24), ко- 
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Рис... 12.5. Сравнение” так называемого промежуточного разложения (12.24) 


обозначениого на рис. через у’, с xen рен у при в = 0.01, В = 1.0 
на= 0. 
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торые оказались непригодными вблизи обоих концов промежутка, 
но хорошо описывали решение на малом внутреннем промежутке. 
Таким образом, мы можем сделать вывод, ‘что равномерно при- 
годное разложение решения задачи сингулярных возмущений 
нельзя получить, используя лишь один определенный масштаб 
(т. е. определенную комбинацию x и =), как, например, x, x/e, 
х/=? или x/e'/2; тем самым подобные зёдачи оказываются идеаль- 
ным объектом для применения метода многих масштабов. Однако 
для нелинейных задач, и в особенности для тех, которые описы- 
ваются нелинейными уравнениями в частных производных, ис- 
пользование метода многих масштабов в некоторых случаях 
может оказаться затруднительным, в связи с чем в таких задачах 
довольно часто используется другой метод — метод сращиваемых 
асимптотических разложений. Именно этот метод мы и будем рас- 
сматривать в данной гдаве. 

Основная идея, лежащая в основе метода сращиваемых асим- 
птотических разложений, состоит в том, что приближенное ре- 
шение данной задачи ищется не в виде единого разложения с за-. 
данным масштабом переменных, а в виде нескольких отдельных 
разложений, в которых используются два или более различных 
масштаба, пригодные лишь в части рассматриваемой области. Эти 
масштабы ‘выбираются таким образом, чтобы а) полный набор 
разложений охватывал всю интересующую нас область и 6) обла- 
сти применимости соседних разложений перекрывались. При этом 
ввиду условия 6) нам необходимо срастить (т. е. согласовать 
друг с другом) соседние разложения и тем самым связать их ме- 
жду собой. Рассмотрим процесс согласования или сращивания 
решений в различных областях более подробно. 


Сращивание 


Для иллюстрации ‘основной идеи сращивания попытаемся 
в качестве примера срастить разложение (12.15), которое будет 
пригодным везде, за исключением малой окрестности начала 
координат, с разложением (12.21), которое применимо лишь вблизи 
точки х = 0. При этом мы сумеем срастить их только в том слу- 
чае, если эти два разложения имеют перекрывающиеся области 
применимости. Разложение (12.15) было найдено путем разложе- 
ния функции у (x; &) при фиксированном х, тогда как формула 
(12.21) была получена в результате разложения функции у (x; г) 
при фиксированном & = x/e. В связи с этим возникает вопрос, 
какое влияние на эти два разложения оказывает переход от од- 
ного масштаба переменной к другому. 

Прежде чем ответить на этот вопрос, обозначим разложение, 
полученное при фиксированном х, надстрочным индексом «о», 
т. е. заменим в выражении (12.15) функцию у на у°. Разложение 
же, полученное при фиксированном значении & = x/e, будем 
обозначать надстрочным индексом «i», т. е. заменим в формуле 
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(12.21) у на gy’. Далее, перейдем в разложении (12.15) от пере- 
менной x к переменной Е; в результате получим 


у? = Ве! + eB (1 — e€)e!-8 4 .... (12.25) 
Разлагая (12.25) для малых = и при фиксированном Ё, имеем 
(у°): = Ве + гве (1 —& + ..-, (12.26) 


где верхний индекс «i» в разложении (12.26) использован для того, 
чтобы показать, что функция у° разлагается при фиксированном 
значении 8. Наконец, переходя в разложении (12.21) к перемен- 
ной x и вспоминая, что следует заменить функцию у Ha у', на- 
ходим 


y! =Ве(1 —х)- (< — Ве) (1 + x) е-*/е + гВе [1 — e-**] + .... (12.27) 

Разлагая (12.27) для малых в при фиксированном х, имеем 
(y')? = Ве (1 — x) + гВе + ..., (12.28) 

где верхний индекс «oO» в выражении (12.28) использован для того, 


чтобы показать, что функция y! разлагается при фиксированном 
значении x. Заменяя теперь в (12.26) переменную & на x/e, имеем 


(у) = Ве (1 — x) + гве | .... (12.29) 
Сравнение разложений (12.28) и (12.29) позволяет сделать вывод, 
что 

(у = (yy. (12.30а) 


Другими словами, 
внешнее разложение внутреннего разложения = 
= внутреннему разложению внешнего разложения. (12.306) 


Очевидно, что правило (12.30) применимо только в том случае, 
когда два соседних разложения имеют перекрывающиеся области 
применимости. Это правило называется обычно принципом сра- 
щивания и служит для сшивания двух соседних разложений. 
При этом объединение областей применимости разложений 
(12.15) и (12.25) позволяет охватить’ всю интересующую нас 
область, т. е. весь промежуток [0,1]. Следовательно, полученные 
разложения можно использовать для представления решения у 
на всем промежутке [0,1]. 

Выберем теперь в разложениях (12.15) и (12.23а) новые пере- 
менные. Как и ранее, разложение, полученное при фиксирован- 
ном х, будем обозначать верхним индексом «о». Кроме того, раз- 
ложение, полученное при фиксированном 5 = х/=?, будем обозна- 
чать индексом «й». Такое разложение принято называть обычно 
внутренне-внутренним разложением. Заменяя в разложении 
(12.15) переменную x на (5, имеем 


у’ = ele + ef (1 — 270) ele 4 --, 
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откуда, разлагая при малых = и фиксированном 6, находим 
(у) = Ве +- eBe +--+. (12.31) 
Выражение (12.23a), которое после перехода к переменной x 


принимает вид (12.236), в случае разложения для малых и при 
фиксированном х дает 


(= —(a — Be) ates. (12.32) 
Сравнение (12.31) и (12.32) показывает, что 
(уе (yf). (12.33) 


Таким образом, можно сделать вывод, что области применимости 
разложений (12.15) и (12.23а) не перекрываются. Это и не удиви- 
тельно, поскольку, как видно из рис. 12.4, разложение (12.23) 
будет справедливым в очень малой окрестности начала коорди- 
нат — именно по этой причине мы и назвали его внутренне- 
внутренним разложением. Отметим также, что существует бес- 
конечное множество таких внутренне-внутренних разложений, 
характеризуемых различными масштабами 6 = х/=°, где v > 1. 
Итак, объединение областей применимости разложений (12.15) 
и (12.23a) не покрывает всю интересующую нас область, а именно 
интервал [0,1]. 

В качестве третьего случая рассмотрим переход от одного 
масштаба к другому в разложениях (12.15) и (12.24а). Будем обоз- 
начать через у’ разложение, полученное при фиксированном y = 
= x/el’2; такое разложение мы будем называть промежуточным. 
Переходя в разложении (12.15) от переменной x к переменной т, 
имеем 


у ват В (1 — в) ат ..., (12.34) 
откуда, разлагая при малых & и фиксированном 4, получаем 
(у = ве — илвет + в (ве + 9-1) +... (12.35) 


Замена 1 на x в формуле (12.24a) дает разложение (12.246), откуда, 
разлагая при малых € и фиксированном x, находим 


(y'p =e (1-х+-- 42) + еве +... (12.36) 


Сравнивая разложения (12.35) и (12.36) и вспоминая, что 1 = 
= x/e!/2, можно видеть, что эти разложения совпадают, и, следо- 
вательно, можно записать 


(9)! = (у. (12.37) 
Таким образом, области применимости разложений (12.15) и 
(12.24а) перекрываются, что позволяет путем взаимной замены 
переменных получить из них одинаковые разложения. В то же 
время, хотя разложения (12.15) и (12.24а), как это видно из 
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рис. 12.5, имеют перекрывающиеся области пригодности, объеди- 
нение этих областей не позволяет покрыть целиком интересующий 
нас промежуток, поскольку ни одно из них не будет пригодным 
в окрестности начала координат. | 

Приведенные рассуждения показывают, что соседние разло- 
жения, полученные в результате использования разных масшта- 
бов, не обязательно должны иметь перекрывающие друг друга 
области применимости. Более того, для двух соседних разложений 
объединение их перекрывающихся областей применимости не 
всегда будет охватывать всю интересующую нас область. Следо- 
вательно, целью метода сращиваемых асимптотических разложе- 
ний является получение таких разложений, которое покрывали 
бы всю рассматриваемую область, причем таким образом, чтобы 
соседние разложения имели перекрывающиеся области приме- 
нимости. При этом соседние разложения сращиваются или сши- 
ваются с помощью принципа сращивания (12.30). 

В рассматриваемом случае следует воспользоваться разложе- 
ниями (12.15) и (12.21), поскольку они охватывают всю интересу- 
ющую нас область и одновременно обладают перекрывающими 
друг друга областями применимости. В то же время мы не можем 
использовать разложения (12.15) и (12.23a) именно из-за того, что 
их области применимости не перекрываются. Наконец, разложе- 
ния (12.15) и (12.24а) нельзя использовать потому, что они не 
перекрывают всю интересующую нас область. Следует отметить, 
что область применимости разложения (12.24а) перекрывается 
с областью применимости разложения (12.21). Чтобы убедиться 
в этом, произведем в разложении (12.21) следующую замену 
переменных: п = х/2!/? = г1/2ё. В результате имеем 


y! = Be + (a — Фет + 
+e{Be (1— те) + [Be + (a ва"... 

откуда при малых г и фиксированном \ находим 

(y')! = Be — Ве? -+ гВе + +++. (12.38) 
Точно так.же, заменяя в (12.24а) | Ha &, имеем 

y! =e [1-е (1+-- 2) + .-.], 

откуда, разлагая при малых и фиксированном &, получаем 

(Г): = Ве + гВе (1 — &) +... . (12.39) 


Сравнивая формулы (12.38) и (12.39) и вспоминая, что n = 21/25, 
можно сделать вывод, что эти разложения тождественны, и, 


следовательно, | р 
(г)! = (97). (12.40) 
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Приведенные рассуждения показывают, что области применимости 
разложений (12.15) и (12.21) перекрываются, а их объединение 
покрывает весь интересующий нас промежуток. Разложение 
(12.15) называется обычно внешним разложением и обозначается 
через уг. Разложение (12.21) принято называть внутренним pas-, 
ложением и обозначать через у’. Переменная x при этом назы- 
вается внешней переменной, а переменная & = x/e — внутренней. 
Отметим также, что область применимости разложения (12.24а) 
перекрывает области применимости разложения (12.15), с одной 
стороны, и разложения (12.21) — с другой. Поэтому разложение 
(12.24а) обычно называется промежуточным разложением, а пе- 
ременная 1 = x/e!? — промежуточной переменной, поскольку 
увеличение масштаба переменной, получаемое в результате вве- 
дения переменной п, лежит между x и х/=. Таким образом, лю- 
бая переменная п = x/e’, где 0 <у < 1, оказывается промежу- 
точной. Иногда вместо непосредственного сращивания сшивание 
внешнего и внутреннего разложений производят путем пооче- 
редного приравнивания их некоторому промежуточному разло- 
жению. Мы продемонстрируем этот подход в $ 12.3. В следующем 
же параграфе будет показано, как для получения равномерно 
пригодного разложения решения (12.1) можно использовать метод 
многих масштабов. 
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Как отмечалось в предыдущем параграфе, решение y (x; &) 
зависит не только прямо от переменных х и в, нои от их комби- 
наций вида х/е и ex. Это обстоятельство делает данную задачу 
идеальным объектом для применения метода многих масштабов. 
Поскольку область решения задачи конечна, величина ех оста- 
ется малой, и, следовательно, в противоположность задачам для 
бесконечных областей, рассматривавшимся в гл. 4—11, наличие 
в нашей задаче секулярных членов вида ex, 22х?, =3х3, ... не бу- 
дет служить причиной возникновения неравномерностей. Таким 
образом, достаточно ввести лишь одну мелкомасштабную пере- 
менную $ = x/e, которая для данной задачи совпадает с обычной 
внутренней переменной, и координату х=х, которая в нашем 
случае является внешней переменной. В этих координатах 
а 10 9 a 1 i 
По тать Re tog (240 
так что уравнение у 1) принимает вид 


д 
+i OF f+ 2a +e ae 4. =) (1% ЗЕ +) +(e) y=0. 


(12.42) 
Будем искать равномерно пригодное разложение первого 
порядка в форме 


= Yo (E, Xo) + ви, (&, ж) + .... (12.43) 
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Как и в задачах о нелинейных колебаниях, для того чтобы опре- 
делить произвольные функции, появляющиеся при решении 
задачи для Yo, нам необходимо исследовать член порядка г. Под- 
ставляя разложение (12.43) в уравнение (12.42) и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях &, имеем 


9% | Yo =0, 


(2-2 (12.44) 
a д a a 
ae тэ Е 2 ЗЕ — = — Yo (12.45) 


Общее решение series (12.44) дается выражением 
Yo = A (x9) + В (%) е%, (12.46) 
где функции A и В на этом шаге аппроксимации остаются не- 
определенными; их определяют на следующем этапе с помощью 


соответствующих условий разрешимости. Подстановка получен- 
ного выражения для Yo в (12.45) дает 


SH + Se = 28+ A — Ве A— Be, 


og? 
или ee oe =—(A’ + A)-+(B’ — Byer. (12.47) 
Частное решение уравнения (12.47) имеет вид 
и. =—(А+А:—(' Вы ^^ (12.48) 


так что при § — со величина ey, оказывается много больше, чем 
Yo. Поэтому для получения равномерно пригодного разложения 
коэффициенты при Ё и при &ехр (—Ё) в формуле (12.48) дол- 
жны обращаться в нуль одновременно. Таким образом,. имеем 


А’+-А=0, В'’—В = 0. (12.49) 
Решения уравнений (12.49) можно представить в виде 
А = а2-®, В = be*, (12.50) 


где аи b — произвольные постоянные. Тогда решение (12.46) 
принимает вид 


фо = ае-® + bet *, 
‘или, если перейти к исходной переменной, 
Yo = ае-* - be~ (=!) +х. 


Подстановка найденного выражения для Yo B ВАЗЛОЖеНИЕ (12.43) 
дает 


у= ae-* + be += .... (12.51) 
Удовлетворяя граничным условиям (12.2), имеем 
а=а-Ь, В = ae + be~ (Vey +1, 
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Рис. 12.6. Сравнение решения (12.52), полученного с помощью метода многих 


масштабов (и обозначенного на pe через /”), с точным решением у’ NpH ё = 
= 1.0 иа=0. 


Пренебрегая в этих соотношениях экспоненциально малым членом 
exp (—1/е) и разрешая их относительно аи 6, получаем 


= Ве, b=a— Ве. 
Таким образом, из разложения (12.51) находим, что в первом 


приближении 
у= Ве! —* + (а — Ве) е += --.... (12.52) 


Рис. 12.6 показывает, что разложение (12.52) хорошо согласуется 
с точным решением (12.17) во всех точках рассматриваемого про- 
межутка. При этом значение параметра = мы выбрали равным 0,1, 
для того чтобы иметь возможность различить на рисунке эти два 
решения. 


12.3. Метод сращиваемых асимптотических разложений 


Как отмечалось в $ 12.1, главная идея, лежащая в основе ме- 
тода сращиваемых асимптотических разложений, заключается 
в представлении решения несколькими разложениями, каждое 
из которых пригодно в некоторой части рассматриваемой области, 
причем области применимости соседних разложений перекрыва- 
ются, что позволяет провести их сращивание. В этом параграфе 
мы проанализируем несколько примеров использования указанного 
on начав с рассмотрения простой краевой задачи (12.1)— 
12.2 

При e —0 (12.1) вырождается в уравнение 

y +y=0, 
которое представляет собой уравнение первого порядка и, следова- 
тельно, не позволяет удовлетворить обоим краевым условиям. 
Поэтому одно из них должно быть опущено, и на соответствующем 
конце промежутка должен появиться пограничный слой. В $ 12.1 
для того, чтобы показать, что пограничный слой возникает вблизи 
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начала координат, мы воспользовались точным решением нашей 
задачи. Конечно, на практике, когда мы пользуемся описываемой 
методикой, точное решение задачи отсутствует; в противном случае 
просто не было бы нужды прибегать к построению приближенного 
решения. Таким образом, в данной задаче нам прежде всего необхо- 
димо определить расположение пограничных слоев. Хотя во многих 
случаях для этого можно воспользоваться различными физиче- 
скими соображениями, в данной главе мы опишем, как можно 
определить расположение пограничных слоев чисто аналитиче- 
скими методами. Кроме того, в двух предыдущих параграфах мы 
воспользовались структурой точного решения, для того чтобы 
установить, что в качестве внутренней переменной следует выбрать 
именно переменную & = х/е. В этом параграфе мы также попыта- 
емся обосновать выбор именно этой внутренней переменной. 
Чтобы определить местоположение пограничного слоя, предпо- 
ложим, что он существует на одном, вполне определенном конце 
промежутка, и построим соответствующие одночленные разложе- 
ния. При этом если мы сумеем срастить соседние разложения, то 
наше предположение будет правильным; в противном же случае 
пограничный слой будет располагаться вблизи другого конца. 
редположим, например, что пограничный слой имеет место на 
правом конце‘ промежутка и, следовательно, условие y (1) = В 
должно быть опущено. Будем искать внешнее разложение в виде 


y? (x; г) = % (Хх) +.... 


Подстановка этого разложения в уравнение (12.1) и условие 
у (0) = @ дает 
wot yom, — yo (0) =a, 
Таким образом, имеем 
0 == бе и A=C, 

откуда у =ае-.... (12.53) 

Для того чтобы проанализировать поведение решения в окрест- 
ности выбранного пограничного слоя, нужно растянуть область 


вблизи точки x = 1, т. е. растянуть малый участок 1 — x (x < 1) 
вблизи конца х = 1. Поэтому выберем 


Ea =>, (12.54) 
где величина V должна быть больше нуля, для того чтобы & оказа- 
лось увеличивающим, или растягивающим, преобразованием. 
Величина v, вообще говоря, заранее не известна и определяется из 
последующих рассуждений. Отметим также, что, согласно опреде- 
лению, координата $ является положительной, 
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Из соотношения (12.54) следует, что 


_ х=1— 2% 
а_а& та 21 @ 
и ЖЕ we’ Чт DP а 
Переходя в уравнении (12.1) к переменной £, имеем 
42 d : 
elt See — eI +e) + —e)y=0. (12.55) 
При = > 0 и фиксированном & главными членами в (12.55) будут 
42 а 
му фе Ну... =0. (12.56) 


Предельная форма соотношения (12.56) при = ->0 зависит от 
величины у. При этом существуют три возможности: у > 1, v < 1 
иу= 1. 

В случае % > 1 соотношение (12.56) в пределе дает уравнение 


a, i 
ar — 0. 
общим ‘решением которого будет 
y! = ay + bof. (12.57) 


Поскольку предполагается, что пограничный слой существует при 
x =1, это решение должно удовлетворять условию у = В при 
x = 1. Ноточка х = 1 соответствует точке & = 0, и, следовательно, 
у = В при & = 0. Поэтому из решения (12.57) следует, что 


B =a, 
y = B + bof. (12.58) 
Для того чтобы срастить разложения (12.53) и (12.58), необходимо 


построить пределы (у°)’ и (у')°. Выражая (12.63) через перемен- 
ную &, получаем 


и, значит, 


y= cea +e%R, 
откуда, разлагая при малых 2 и фиксированном &, находим 
(у) = ве, (12.59) 
Аналогичным образом, переходя в (12.58) к переменной x, получаем 
bo (1—х) 
y = В + — ’ 


откуда, разлагая при малых`е и фиксированном х, имеем 
В, если b)=0, 


(= вая 
vy ' 


если 6520. (12.60) 
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Приравнивание в соответствии с принципом сращивания пределов 
(12.59) и (12.60) приводит к соотношениям bh = 0 и ae! = В, 
что, вообще говоря, неверно. Таким образом, случай >> 1 исклю- 
чается из нашего рассмотрения. 

В случае у < 1 уравнение (12.56) в пределе дает 


dyt _ 
` Е =0 
откуда {= a. 


Как и ранее, функция у’ должна удовлетворять граничному 
условию y (1) = В, или у’ = В при & = 0. Поэтому a =Ви 
| у’ = В. (12.61) 
Так как функция у' постоянна, то 
(y')? = В. (12.62) 
Кроме того, как и в предыдущем случае, (y°)! = ae!. Поэтому 
в соответствии с принципом сращивания имеем 
yy = (9%, | 
откуда В = ae}, что, вообще говоря, неверно. Следовательно, 
случай у < 1 мы также должны исключить из рассмотрения. 
Наконец, в случаеу = 1 предельной формой уравнения (12.56) 
будет уравнение 
2 ¢ 
4 _ № 0, 
x 4 
общее решение которого записывается в виде 
= Ay + ве". 
Выполняя условие у‘ = В при — = 0, имеем 
Qa + bo = В, или @ = В — by. 
Таким образом, 
у =P — by + beet. 


Для того чтобы выполнить процедуру сращивания, выразим y! 
через переменную х. В результате получим 
1—х 
чи =B — bo + by exp (>): 
откуда, разлагая при малых в и фиксированном х, находим 
В, если №=0, 


(= (12.63) 


by exp ( 1 =) если by 0. 


При этом предельное соотношение (y°)! вновь дается выражением 
(12.59). Далее, приравнивая в соответствии с принципом сращива- 
ния выражения (12.59) и (12.63), получаем by = 0 и, следовательно, 
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В = ae, что, вообще говоря, неверно. Тем самым мы должны 
отбросить и этот последний случай. Отсюда следует, что погранич- 
ный слой вблизи конца x = | не существует. 

Для того чтобы проверить, имеется ли пограничный слой вблизи 
конца х = 0, введем преобразование растяжения 


t=, или x=evE, (12.64) 
Е 
где величина V считается положительной. Тогда 
ф-та т. 
dx — ЧЕ dx ~ 5 de’ aa 52v а 


и уравнение (12.1) принимает вид 


etn Не +9 +а —e)y=0. 


Главной частью этого уравнения a = -> 0 является уравнение 
a 
ev a fore Е ty=0. (12.65) 
Как и ранее, здесь также pas Be три возможности: V > 1, 
v<luve=1. 


В случае v > 1 предельная форма (12.65) при е — 0 приводит 
к уравнению | 


Ра 
oe =0, (12.66a) 
общее решение которого 
= ay + bof. 


Поскольку предполагается, что пограничный слой существует 
вблизи начала координат, это решение должно удовлетворять 
граничному условию у (0) = a. Но, согласно (12.64), точка x = 0 
соответствует точке be 0, и, следовательно, мы имеем у’ =a 
при & = 0. Тогда & = щи 


y=a+ bf. (12.666) 
Ясно, что внешнее разложение должно оставаться справедли- 
вым при х = 1. В связи с этим будем искать его в форме 
ух; )=и(®)-... 
Подстановка этого разложения в уравнение (12.1) и условиеу (1) = 
= В дает я 
и и=0, Yo (1) =В. 
Таким образом, 
Yo=Ce* и бе, 


и | р ве-* 4... (12.67) 
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Для того чтобы срастить разложения (12.666) и (12.67), пере- 
пишем первое из них через переменную х. В результате получим 


‘ gx. 
и=а- 
Е 
откуда, разлагая при малых и фиксированном х, находим 
a, если В =0, 


(у = ь=, вн Веб. (12.68) 


Далее, перепишем разложение (12.67) через переменную х, т. е. 


y= Bel foe, 
откуда, разлагая при малых € и фиксированном &, имеем 
(у) = Ве + .... (12.69) 


Приравнивание в соответствии с принципом сращивания разложе- 
ний (12.68) и (12.69) дает bo = 0 и @ = Ве, что, вообще говоря, 
неверно. Таким образом, случай v > 1 должен быть исключен из 
рассмотрения. 

В случае у <1 предельная форма уравнения (12.65) при 
& — 0 имеет вид 


В 
га =0, (12.70a) 
откуда y! = a. 


Используя условие у’ = a при & = 0, получаем, что dy = a, и, 
следовательно, 

у =а. (12.706) 
Для того чтобы срастить разложения (12.67) и (12.706), заметим, . 
что (у°)' и в этом случае дается выражением (12.69) и, кроме того, 

(и =а, 

поскольку y! есть постоянная величина. Как и ранее, использь- 
вание принципа сращивания приводит к требованию a = Ве, что, 
вообще говоря, неверно. Следовательно, случай v < 1 также дол- 
жен быть отброшен. 


В случае» = 1 предельной формой уравнения (12.65) при e + 0 
служит уравнение 


Ру i 
=e +4 Ея =0, (12.71) 
общее решение которого имеет Bud 
у = ao + bye’. 


Подстановка условия у: = при & = 0 дает 
@ + bo = &, или Ay = a — by, 
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и, следовательно, 
уг = a — bo + bet. (12.72) 
Для того чтобы срастить разложение (12.67) с (12.72), заметим, что 
(y’)! и в этом случае дается той же самой формулой (12.69). Пере- 
- ходя в разложении (12.72) к переменной x, имеем 


у =a — by + bye*”, 
откуда, разлагая при малых = и фиксированном х, находим 
(y')? = a — bp. (12.73) 


Приравнивая теперь в соответствии с принципом сращивания 
выражения (12.69) и (12.73), получаем 


a — bo = Ве, или bo = a — Ве. 
Таким образом, в первом приближении имеем 
ит... ие... (12.74) 


в полном соответствии с разложениями, полученными в $ 12.1 
с помощью преобразования точного решения. 

Поскольку мы сумели добиться сращивания, наше предположе- 
ние о местонахождении пограничного слоя оказывается правиль- 
ным. Кроме того, выбор в качестве внутренней переменной преоб- 
разования & = x/e позволяет построить внутреннее разложение, 
перекрывающее соответствующее внешнее разложение, причем 
именно случай у.= 1 обеспечивает необходимое изменение мас- 
штаба в пограничном слое. Отметим также, что преобразования 
растяжения, соответствующие случаям V = 1, приводят к требова- 
нию о = Ве, что, вообще говоря, является неверным. При этом 
условия < 1 uv >> 1 остаются в значительной мере неопределен- 
ными, поскольку каждое из них удовлетворяется бесконечным 
набором значений Vv. С другой стороны, условие у = | оказывается 
вполне конкретным; оно соответствует так называемому характер- 
ному пределу задачи. При этом оказывается, что использование 
характерного предела всегда дает нам надлежащее преобразование 
координат. Кроме того, предельные формы (12.66a) и (12.70а) 
исходного дифференциального уравнения при vV = | представляют 
собой частные случаи предельной формы (12.71) при ^ = 1. Таким 
образом, мы будем говорить об уравнении (12.71) как о наименее 
вырожденной форме предельного уравнения в пограничном слое. 
Поэтому в последующих параграфах мы всегда будем определять 
требуемые преобразования переменных путем выбора характерных 
пределов. 

Формулы (12.74) представляют собой два отдельных разложе- 
ния, а именно разложение у° — пригодное везде, за исключением 
малой окрестности порядка = вблизи точки х = 0, и разложе- 
ние у! — пригодное только в малом промежутке порядка е вблизи 
этой точки. Хотя области пригодности разложений y? и у’ перекры- 
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ваются, для получения численного решения, которое могло бы 
быть использовано на всем промежутке решения задачи, при неко- 
тором малом значении координаты х нам необходимо переклю- 
чаться с одного разложения на другое. Однако это значение х 
точно не известно. Для того чтобы преодолеть указанное затрудне- 
ние, из полученных разложений строят так называемое составное 
разложение, которое мы будем обозначать далее через ус. Оно оп- 
ределяется следующим образом: 


ужи (ууу — (у. (12.75) 
При этом оба указанные здесь варианта разложения эквивалентны, 
поскольку в силу условия сращивания имеем (у°)’ = (у')°. Таким 
образом, составное разложение (12.75) получается как результат 
сложения внешнего и внутреннего разложений, из которого вычи- 
тается их общая часть (y%)! или (у')°. Отметим, что разложение 
(12.75) хорошо согласуется с внутренним и внешним разложениями 
в соответствующей области их применимости. Действительно, 


(ри — и. 
Но поскольку ([)° = р, то 
фу, Ру, 
(уе = у". (12.76) 
Аналогичным образом имеем 
(= ие + 
Но поскольку (f‘)! = [, то 
gay, Е =, 
(yy =. (12.77) 
Таким образом, поскольку y° представляет собой внешнее разло- 
жение во внешней области и внутреннее разложение во внутренней 
области, можно утверждать, что оно является хорошим приближе- 
нием во всей области решения задачи. 


В рассмотренном примере общая часть внешнего и внутреннего 
разложений у° и у' дается выражением (12.69) или (12.73), т. е. 


(y°) = (уе = Be. 
yf = Be!—* + (а — Be) e-*/e +e. (12.78) 
Устремляя в разложении (12.78) параметр € к нулю при фиксиро- 
ванном х, имеем : 
(у = Bel-* -+ +. =. 


Переходя теперь в (12.78) к переменной §, получаем 
у = Ве! + (a — Ве) е*- ---, 


и, следовательно, 


и, следовательно, 


Поэтому 
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Рис. 12.7. Сравнение составного разложения у‘ с точным решением у’ при 
ё = 0.1, es 1.0 на = 0.0. 


откуда, разлагая при малых = и фиксированном Ё, находим 
(yt)! = Be + (@ — Be) et 4 ++ = yl, 

Следовательно, у‘ действительно воспроизводит внутреннее и 
-внешнее разложения в соответствующей области их применимости. 
Естественно, что разложение (12.78), как это и подтверждает 
рис. 12.7, оказывается прекрасным приближением к точному реше- 
нию на всем интервале изменения x. Значение г = 0.1 выбрано 
для того, чтобы можно было на рисунке легко различить прибли- 
женное асимптотическое и точное решения, 

В заключение этого параграфа сравним разложение (12.78) 
с разложением (12.52), полученным с помощью метода многих 
масштабов. В то время как метод сращиваемых асимптотических 
разложений дает нам составное разложение, которое распадается 
на два отдельных разложения во внешних и внутренних перемен- 
ных, метод многих масштабов приводит к единому разложению. 
Отметим также, что в случае уравнений с переменными коэффи- 
циентами внутренняя переменная очень часто оказывается нели- 
нейной функцией от х. | 


0 0.25 0,50 0.75 1.00 


Рис. 12.8. Сравнение решения у”, полученного по методу многих масштабов, 


с составным разложением у’ и точным решением у° прн = = 0.1, В = 1.0 и 
а = 0. 
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Устремляя к нулю при фиксированном х, находим, что соотно- 
шения (12.52) и (12.78) приводят к одному и тому же внешнему 
разложению, Полагая теперь x = =ё и устремляя е к нулю при 
фиксированном &, получаем, что формулы (12.52) и (12.78) дают 
одно и то же внутреннее разложение. Следовательно, разложения 
(12.52) и (12.78) совпадают во внешней и внутренней областях. 
Однако разложение (12.52) ввиду присутствия в нем дополнитель- 
ного множителя ехр(х) лучше согласуется с точным решением при 
больших значениях € (см. рис. 12.8). Это, конечно, не означает, что 
метод многих масштабов является более мощным по сравнению 
с методом сращиваемых асимптотических разложений. Так, 
например, использование метода многих масштабов для построе- 
ния решений нелинейных дифференциальных уравнений, и OCO- 
бенно уравнений в частных производных типа уравнений Навье— 
Стокса, представляет собой весьма сложную задачу. 
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Как отмечалось выше, для того чтобы построить асимптотиче- 
ское разложение более высокого порядка, описывающее решение 
краевой задачи (12.1), (12.2), мы должны найти внешнее и вну- 
треннее разложения, срастить их и, наконец, построить соответ- 
ствующее составное разложение. 


Внешнее разложение 
Будем искать внешнее разложение в следующей форме: 


у = Yo (x) На (x) +... (12.79) 


При этом, поскольку мы предположили, что пограничный слой 
существует вблизи начала координат, это разложение должно 
удовлетворять граничному условию у (1) = В. Таким образом, 
подставляя разложение (12.79) в уравнение (12.1) и граничное 
условие y (1) = В и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях &, имеем 


“yor yo=0, = yo(l)=B, . (2.80) 
ии=—ё, и(=0. (12.81) 
Как и ранее, решение задачи для Yo можно представить в виде 
Yo = Ве’. 
Тогда уравнение (12.81) переписывается как 
yi + y= —Ве-*. 


Общим решением этого уравнения является функция 
Y, = ае-* — Вхе!-х. 
Но поскольку и (1) = 0, то с; = Ве, и, следовательно, 


y? = Pe!-* &8 (1 — x) el-*+.--. (12.82) 
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Внутреннее разложение 


Для того чтобы найти внутреннее разложение, прежде всего 
заменим в уравнении (12.1) независимую переменную х на перемен- 
ную Ё = x/e. Тогда для внутреннего решения, которое будем 
обозначать se vi получим ee 


f +9). те а-Фи= (12.83) 


Поскольку, согласно ие предположению, пограничный 
слой существует вблизи начала координат, внутреннее разложение 
должно удовлетворять граничному условию у = при x = 0. 
Но координитя x = 0 соответствует координате & = 0, поэтому - 


у! (0) =a. (12.84) 
Далее, будем искать внутреннее разложение в форме 
= У, (Е) + а, (Е) + .... (12.85) 


Подставляя разложение (12.85) в уравнение (12.83) и граничное 
условие (12.84) и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте- 
пенях &, находим 


Yo+tYo=0, Yo (0) =a, (12.86) 
1+Yi=—Yo, У, (0) = 0. (12.87) 
Общее решение задачи для Yo имеет вид 
У, = @ + bye. 


Подстановка этого выражения в условие Yo (0) = а дает 
а = в +. или %=a—bd, 
откуда Yo = a — by + ще. 
При этом уравнение (12.87) переходит в уравнение 
УГУ!" = — (a — bo) — doe, 
общее решение которого записывается как 
У, = a, + bye® — (я — by) & + ве. 
Подстановка в условие Y, (0) = 0 дает 
а + ы =0, или a, = —&, 
и, следовательно, 
У = —b, + 64 — (a — МЕ в. 
Таким образом, окончательно имеем 
у =a, — Бе + & [—b + ве — рем" 13.88) 


где оставшиеся постоянные bo и 6, определяются из р 
сращивания. 
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Сращиван ие 


Для того чтобы сшить внешнее и внутреннее разложения, вос- 
пользуемся условием сращивания (у°)! = (у:)°. Поскольку оба 
этих разложения содержат по два члена, нам нужно найти первые 
два члена в каждом из разложений (1°): и (у). Переходя в (12.82) 
к переменной Ё = x/e, имеем 

y? = Bel + eB (1 — ek) el +..., 
откуда, разлагая при малых = и фиксированном &, находим 
(Е = Be + eBe (1—Э+.-.. (12.89) 
Возвращаясь в разложении (12.88) к переменной x, имеем 
yi =a — by + boe*/* + 
+e [by + ве — (a — ее] +..., 
откуда, разлагая при малых = и фиксированном x, находим 
(у = а — by — (& — bo) x — 8b, -+.... (12.90) 
Наконец, приравнивая разложения (12.89) и (12.90) в силу прин- 
ципа сращивания, получаем соотношение 
Ве + гВе (1 — §) = a — by — (a — by) x — ев, 
которое с учетом того, что § = x/e, можно переписать в виде 
Ве — Bex + eBe = a — № — (& — by) x — 26... (12.91) 
Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях € в ра- 
венстве (12.91) приводит к условиям 
Ве — Bex = a — by — (a — by) x, 412.92) 
Ве = —&. (12.93) 

Если пограничный слой существует там, где мы и предположили 
заранее, и соответствующее растягивающее преобразование выб- 
рано правильно, то полученные условия сращивания оказываются 
непротиворечивыми, и из них можно определить постоянные bo 


и b;. В самом деле, приравнивание коэффициентов при одинаковых 
степенях х в соотношении (12.92) дает 


Ве = a — by, pe = a — by, 
откуда by = а — Ве. Далее, из условия (12.93) следует, что 6, = 
= — Ве. Таким образом, разложение (12.88) приобретает вид 
y= Be + (a — Be) e+ © [Be — Beet — Be + (a ВЧ... . 
(12.94) 


Как уже отмечалось B§ 12.1, сращивание можно производить, 
используя промежуточные разложения. Введем, например, про- 
межуточную переменную 1 = х/=!/2, которая дает изменение 
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масштаба, среднее между x u & = x/e. Переходя от переменной 
х к переменной 1, перепишем разложение (12.82) в виде 


у? = ele? + eB (1 — 1/2) ete! --..., — (12.95а) 
откуда, разлагая при малых = и фиксированном 1, имеем 
(и = Ве — ебет + ве (1+1) +... (12.956) 


Полагая теперь в разложении (12.88) § = 1/=!/?, находим 
yi=a—bt+ bye wel? 


+e|—b ai dyer? = EE ем] ..., (12.96а) 
откуда, разлагая при малых # и фиксированном п, получаем 
(и) =a — by — 2 (a — by) n— 2s + eee. (12.966) 


Приравнивая разложения (12.956) и (12.966) в соответствии с прин- 
ципом промежуточного сращивания, находим, что они согласуются 
вплоть до порядка e!/2, Следовательно, на этом шаге аппроксима- 
ции мы можем найти только постоянную bo. Для того чтобы сра- 
стить разложения до О (=), необходимо продолжить внутреннее 
разложение до членов второго порядка. С другой стороны, проме- 
жуточное сращивание может проводиться путем вычитания разло- 
жения (12.96a) из (12.95а), после чего следует устремить & к нулю 
при фиксированном значении переменной 1. Этот процесс позво- 
ляет определить обе постоянные by и b,. Сопоставляя процесс 
промежуточного сращивания с прямым сращиванием, можно 
сделать вывод, что промежуточное сращивание представляет собой 
излишнее усложнение предлагаемого метода, и поэтому в дальней- 
шем мы не будем им пользоваться. | 

Весьма удобный вариант прямого сращивания представляет 
собой так называемый принцип сращивания Ван-Дайка: 


т-членное внутреннее разложение 

п-членного внешнего разложения равно 
п-членному внешнему разложению 

т-членного внутреннего разложения, (12.97) 


где т и п — два произвольных целых числа, не обязательно рав- 
ных друг другу. Чтобы определить т-членное внутреннее разло- 
жение (л-членного внешнего разложения), перепишем первые п 
членов внешнего разложения, выразив их через внутреннюю 
переменную, и затем разложим их для малых г при фиксированном 
значении внутренней переменной, учитывая в полученном разло- 
жении лишь т членов. Аналогичным образом можно получить и 
правую часть соотношения (12.97). 
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Для того чтобы продемонстрировать использование принципа 
сращивания Ван-Дайка, применим его к сращиванию двучленного 
внешнего разложения (12.82) с двучленным внутренним разложе- 
нием (12.88). При этом будем действовать следующим образом. 

Двучленное внешнее разложение: y~fe!—* -+ eB (1 — х)е!-*. 


Перепишем через внутреннюю переменную: = fel + 
+ eB (1 — =) е!-=5. 

Разложим прн малых &: = ве (1 — 2ё + = те. ..) + 
+ #Ве(1 my —e& + +++). 


Найдем двучленное внутреннее разложение: = Ве + efe (1 —8). 

(12.98) 

Двучленное внутреннее разложение: у ~ a — by + ве + 

+ =[- В +- bye? — (@ — bo) E+ be). 

Перепишем через внешнюю переменную: = & — by г bye */е -|- 

e [by + е-** — (a В+ ем]. 

Разложим при малых &: = a—by—(a eae к М. Ч.). 

Найдем двучленное внешнее разложение: =a — by — 

—(а—№)х- eb. (12.99) 

Приравняв теперь разложения (12.98) и (12.99) в соответствии 

с условием сращивания (12.97) и выразив переменную & через 

переменную х, мы в точности получим соотношение (12.91). Следует 

отметить, что существуют случаи, в которых принцип сращивания 

Ван-Дайка может оказаться неприменимым. Тем не менее он очень 
удобен и потому широко применяется на практике. 

В приведенном примере мы могли найти любое число членов 
во внутреннем или внешнем разложениях, причем соответствующие 
произвольные постоянные определялись в процессе сращивания. 
Однако это оказывается возможным далеко не всегда. Например, 
при построении асимптотики решения задачи обтекания тела про- 
извольной формы потоком вязкой жидкости необходимо прежде 
всего определить одночленное внешнее разложение, которое 
используется для нахождения одночленного внутреннего разло- 
жения; лишь затем переходят к нахождению второго члена внеш- 
него разложения, который в свою очередь используют для нахож- 
дения второго члена внутреннего разложения и т. д. 


Составное разложение 


После того как внешнее и внутреннее разложения найдены, 
проведено их сращивание и тем самым определены все неизвестные 
постоянные, можно построить составное разложение, которое будет 
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равномерно пригодным на всем промежутке решения задачи. 
С этой целью подставим выражения для у, у’ и (y%)! из формул 
‚ (12.82), (12.94) и (12.89) соответственно в выражение (12.75) и 
получим такое единое равномерно пригодное разложение: 


yo = Bel +- (a — Be) e-* + =[8 (1 —х)е-х — Ве & + 
+ (« — Be) fe-8] + ee. ~ (12.100) 
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В этом параграфе мы воспользуемся методом сращиваемых 
асимптотических разложений для построения асимптотического 
решения первого порядка краевой задачи 


ey” + р: (Ху ta(x)y=0, e<1, (12.101) 
у (0) =a, у (1) =В - (12.102) 


в случае задания функций р, и рь некоторого специального вида. 
Эта задача исследуется также в гл. 14 с помощью метода ВКБ 
и преобразования Лангера. Здесь мы рассмотрим два примера, 
в которых функция р, (x) 2 0 на промежутке [0, 1], а также два 
примера, в которых р, (x) обращается в нуль на этом промежутке. 


Пример 1. Рассмотрим уравнение 
ey” — (2x + 1) y’ + 2у = 0. (12.103) 


При = > 0 это уравнение переходит в дифференциальное уравне- 
ние первого порядка, и, следовательно, одно из граничных условий 
(12.102) должно быть опущено. При этом оказывается, что если 
ра (x) > Она промежутке [0, 1], то пограничный слой существует 
на левом конце этого промежутка, а если р (x) < 0 на [0,1], то 
пограничный слой будет иметь место на правом конце. Таким обра- 
зом, для рассматриваемого уравнения пограничный слой сущест- 
вует в окрестности точки x = 1, и внешнее разложение должно 
удовлетворять граничному условию у (0) = a. Во всяком случае, 
наличие пограничного слоя на правом конце промежутка подтвер- 
дится, ‘если мы сумеем срастить полученные разложения, так 
чтобы вся схема построения решения оказалась математически 
непротиворечивой 1). 
Будем искать внешнее разложение в виде 


y° = Yo (x) + ey, (х) + --.. (12.104) 


1)°B литературе по прикладному асимптотическому анализу такие про- 
цедуры, хотя и не имеющие строгого математического обоснования, но обла- 
дающие виутренней стройностью и логической завершенностью, называют обычно 
самосогласованными. — Прим. перев, 
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Подставляя разложение (12.104) в уравнение (12. 103) и условие 
у (0) = @ и приравнивая коэффициенты при =° в обеих частях 
ож равенств, получаем 


Ох 1) y+2y=0, yo(0)=a. = (12.105) 
Разделяя переменные в (12.105), находим 
4 _ _24х 
Yo 241? 
откуда ши = Ш (2х + 1] + Ing, 


Где с, — произвольная постоянная. Тогда 
Yo = Cp (2x + 1), 
и поскольку Yo (0) = &, TO, следовательно, с, = a. Таким образом, 
имеем 
Yo = & (2x + 1) 
и у =а (2% + -+.... (12.106) 
Для того чтобы построить разложение, пригодное в погранич- 


ном слое, необходимо растянуть окрестность точки х = 1. Поэтому 
положим 


t= — или x=1—e%, (12.107) 


где величина V считается положительной и определяется в про- 
цессе дальнейшего анализа. Переходя в уравнении (12.103) к пере- 
менной Ё с помощью преобразования (12.107) и обозначая внутрен- 
нее решение через у’, получаем 


en oe +e-¥(3 — 2) 4 и =0. = (12.108) 


При = -> 0 предельная форма уравнения (12.108) зависит от выбора 
v. Как отмечалось ранее, требуемое значение у должно выбираться 
в соответствии с видом характерного предела. Поэтому положим 
у = 1 и перепишем уравнение (12.108) как 


He В 208) жи. (12.109) 


Поскольку мы предположили, что пограничный слой существует 
вблизи точки х = 1, внутреннее решение должно удовлетворять 
граничному условию у (1) = В. Но точка x = 1 соответствует 
точке Ё = 0, откуда 
у (0) = В. (12.110) 
Будем искать внутреннее разложение в виде 
= У, (& + а, (& + .-.. (12.111) 
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Рис. 12.9. Сравнение составного разложения у с точным решением y’, полу- 
ченным в результате численного интегрирования уравнения (12.103) с гранич- 
ными условиями (12.102) при == 0.2, а = 1.0 и В= 0. 


Подставляя разложение (12.111) в уравнение (12.109) и условие 
(12.110) и приравнивая коэффициенты при e° в обеих частях полу- 
ченных равенств, находим 


Уз - ЗУ, = 0, Yo (0) = В. (12.112) 
Отсюда У, = а + doe, B= ay + bo, 
и, следовательно, - 

y! =P — by + bye, (12.113) 


где постоянная by должна определяться в процессе сращивания 
внутреннего и внешнего разложений. 

Воспользовавшись условием сращивания Ван-Дайка, будем 

действовать следующим образом. 

Одночленное внешнее разложение: у ~ @ (2х + 1). 
Перепишем через внутреннюю переменную: = a (3 — 2e6). 
Разложим при малых 2: = 3a — 2eak. (12.144) 
Найдем одночленное внутреннее разложение: = 3a. 

Одночленное внутреннее разложение: y ~ В — by + bye. 

Перепишем через внешнюю переменную: = В—вь + 6-3 (I—-*)/e, 

Разложим при малых €: = В — by + (Э. М: Ч. 

Найдем одночленное внешнее разложение: = В. — В. (12.115) 

Приравнивая разложения (12.114) и (12.115), имеем 


_ За=В — by, или by = В — 8a. 
Таким образом, 


y! = За +-(B — 3a) e884 (12.116) 
и y® =a (2x + 1) - За + (В — 3a) eB — За + ..., 
ИН y =a (2x + 1) (В — За ези-юе-.... (12.117) 


Рис. 12.9 показывает, что составное разложение уг оказывается 
очень близким к решению, полученному с помощью численного 
интегрирования задачи (12.103), (12.102). Поскольку мы сумели 
обеспечить сращивание внутреннего и внешнего разложений, так 
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что вся процедура оказалась самосогласованной, следовательно, 
наше предположение о существовании пограничного слоя на пра- 
вом конце промежутка является вполне оправданным. 


Пример 2. В качестве второго примера рассмотрим уравне- 
ние (12.101), у которого функция р, (x) сохраняет знак на всем 
промежутке [0, 1], но может быть как положительной, так и 
отрицательной. 

Пусть теперь для определенности р, (x) > 0на [0, 1]. В этом 
случае мы предполагаем, что пограничный слой существует на 
левом конце промежутка, поскольку только такое предположение 
обеспечивает возможность сращивания соответствующих разложе- 
ний и получение математически непротиворечивых результатов. 
Тогда внешнее разложение должно удовлетворять граничному 
условию у (1) = В, а внутреннее — граничному условию у (0) = 
=a. Будем искать внешнее разложение в виде 


у = Yo (x) Тау: (xX) Fore. (12.118) 
Подставляя разложение (12.118) в уравнение (12.101) и условие 
у (1) =Ви приравнивая коэффициенты при = в обеих частях 
полученных paBeHCTB, получаем 

Piyo + Poyo = 0, yo(1) =В. (12.119) 
Уравнение (12.119) представляет собой линейное дифференциаль- 
ное уравнение первого порядка, и, следовательно, его решение 
может быть найдено стандартными приемами. Действительно, 
разделяя переменные, перепишем это уравнение в виде 


4% — _ Po dy 
Yo Pr } 
откуда после интегрирования лы 
“Ро (т). . 
In y= - jag ae dt + 1n Cp, 


или 


= ever |— | fn ax. 


При этом нижний предел интегрирования выбирается равным 1, 
с тем чтобы нам было удобнее удовлетворить граничному условию 
на правом конце. Условие ух (1) = В дает Co = В, откуда 


x 1 
{1 Ш Ро 
и =f exp jaa Вехр [ja 


и, окончательно, 


1 
у’ =Вехр [1 «+. (12.120) 
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Для того чтобы найти внутреннее разложение, пригодное 
вблизи начала координат, введем преобразование растяжения 


b= или x=e%E (v>0). (12.121) 


Тогда уравнение (12.101) для внутреннего решения у' перепишется 
в виде 


1—2 


2 Га 
See tens (0%) et po 9 и=0. (12.122) 


При @— 0 р: (8%&) — py (0) и po (8%) — po (0), поскольку функ- 
ция ро предполагается регулярной в начале координат. Тогда 
уравнение (12. м переходит в — 


e!— oe +e (0) 8 + ро (0) у’... =0, (12.123) 


предельная форма которого при & — 0 определяется величиной Vv. 
Выбираяу == 1, что соответствует характерному пределу, находим, 
что предельной Вис ры 123) ры ыы 


SE + nO (12.124) 


общее решение которого записывается в виде 
y! = Ay - bgePs (© 1, (12.125) 
Из соотношения (12.121) следует, что координата х = 0 соответ- 
ствует точке & = 0, и, следовательно, граничное условие у (0) = a 
переходит в условие у’ (0) = a. Тогда из формулы (12.125) полу- 
чаем, что . 
2=a4+6, или a=a— В, 


уи=а-— by + bye-P (08, (12.126) 


Срастим теперь одночленное внешнее разложение (12.120) с одно- 
членным внутренним разложением (12.126). При этом формально 
будем действовать следующим образом. 


и поэтому 


1 
Одночленное внешнее разложение: y ~ Вехр | = «| . 
1 
х 
1 
Перепишем через внутреннюю переменную: = Вехр | г a| ‘ 
ee 


1 
Разложим при малых г: =f exp | > «| +... 
0 
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Найдем одночленное внутреннее разложение: 


1 
—=Вехр [ в (12.127) 
0 


Одночленное внутреннее разложение: у ~ & — by + dye-Ps (08, 
Перепишем через внешнюю переменную: = @-—by+ В,е-Р: (0) х/е. 
Разложим при малых €: = ®— в -+ (Э.М.Ч.). 

Найдем одночленное внешнее разложение: = a — bp. 
(12.128) 
Отметим, что множитель exp [—p, (0) x/e] при = ->0 будет 
экспоненциально мал, поскольку р, (0) > 0. Если бы значение 
ра (0) оказалось отрицательным, то член by exp [—p, (0) x/e] 
экспоненциально возрастал бы при е — 0 и внутреннее разложение 
невозможно было бы срастить с внешним. Именно поэтому отсут- 
ствие экспоненциально растущих членов во внешнем и внутреннем 
разложениях является весьма существенным для успешного сра- 
щивания. Итак, приведенные рассуждения показывают, что погра- 
ничный слой действительно находится на правом конце проме- 
жутка. 
Приравнивая теперь разложения (12.127) и (12.128), имеем 
1 


1 
вы век] { ar], или ве вы [4 
|] : 6 


Таким образом, | 
1 1 
у‘ =f exp | в b [ — Вехр [iz «|| е-Р: (08 -|-.... (12.129) 
0 0 
Наконец, складывая внешнее разложение (12.120) с внутрен- 


ним разложением ` (12.129) и вычитая из полученной суммы их 
общую часть (12.127), получаем следующее составное разложение: 


1 1 
= Po a8 Po РО... 
у =f exp | = «|+ вез» тя alle р, (0) $ 4 . (12.130) 
Пример 3. В качестве третьего примера исследуем случай, 
когда коэффициент р, (x) обращается в нуль в точке x = 0. 
А именно, рассмотрим уравнение 


ey” + xy’ —xy =0 (12.131) 
с граничными условиями вида (12.102). Поскольку коэффициент 
при у’ положителен, мы предполагаем, что пограничный слой 
существует на левом конце промежутка, даже если р! (x) = x 
обращается на этом конце в нуль. В противном случае мы не 


смогли бы срастить найденные разложения и полученные резуль- 
таты оказались бы математически несовместными. 
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Если искать внешнее разложение в виде 


у (x) = Yo (x) + ву, (x) - ..., 
то из уравнения (12.131) можно получить следующее уравнение 
для Yo: 
ху — хф = 0, 
общее решение которого 
Yo = Coe*. 
Поскольку мы предположили, что пограничный слой располагается 
вблизи начала координат, внешнее разложение должно удовлет- 
aie ee у (1) = В, или у? (1) = В. Таким образом, имеем 
Yo — pH 


Тогда 


В = сое, или Cy = Ве". 


Yo = Ber! 


Как, (12.132) 


Для того чтобы исследовать пограничный слой вблизи начала 
координат, введем растягивающее преобразование 


и, окончательно, 


x 


=F или x= 0% (v>0), (12.133) 
в результате чего уравнение (12.131) перепишется в виде 

eve 1 Ио 12.134 

ы dea oi мовы =. (12.134) 


При e > 0 предельная форма уравнения (12.134) зависит от вели- 
чины v. Как и ранее, ограничимся исследованием лишь характер- 
ного предела, который в oo aa имеет вид 


x ные (12.135) 


что соответствует значению V = + Уравнение (12.135) представ- 
ляет собой линейное р ИЯ уравнение первого по- 


рядка относительно функции —— “ ‚ и, следовательно, его решение 


может быть найдено стандартными приемами. Так, полагая 
в (12.135) 


= 
og” 
получаем. уравнение 
4 
ж+#=0, 


общее решение которого 
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Поэтому 
4 +) 
— = 4/2 
ae ое , 
откуда после интегрирования получаем 
7 $ 


y! =a | ет? drt bp, 
0 
где нижний предел в интеграле выбран равным нулю, с тем чтобы 
нам было проще удовлетворить граничному условию на левом 
конце. Поскольку в соответствии с видом преобразования (12.133) 
точка x = 0 переходит в точку & = 0, использование условия 
у (0) =a, или у’! (0) = а, дает а = В, откуда 


а fewn dt ta, (12.136) 
0 


где постоянная Ay должна определяться в процессе сращивания 
внутреннего и внешнего ‘разложений. 

Для того чтобы срастить одночленное внешнее разложение 
(12.132) с одночленным внутренним разложением (12.136), будем 
действовать следующим образом. 

Одночленное внешнее разложение: y ~ Ве^-!. 2 
Перепишем через внутреннюю переменную: = ве"? — |. 
Разложим при малых e: = fe! (1 + &/2Е-+ ...). 
Найдем одночленное внутреннее разложение: == fer. 

i 


* (12.137) 


Одночленное внутреннее разложение: y ~ Ay | г" +a. 
0 


Перепишем через внешнюю переменную: 
xfel/2 
= 4 | eV? фа. 
6 


oo 
Разложим при малых в: = a, | e—VRdt tat .... 
6 


Найдем одночленное внешнее разложение: AVE а, 
(12.138) 
где интеграл можно вычислить по формуле (3.25), полагая t = 
=ty2, т. е. 
| е—1*/2 dy = и? | et dt = VILE ome 3 : 
9 [1 
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Рис. 12.10. Сравнение составного разложения y° с точным решением у’, полу- 
ченным в результате численного интегрироваиия уравнения (12.131) с гра- 
ничными условиями (12.102) при = = 0.2, a = 4.0 и В = 1.0. 


Далее, приравнивая разложения (12.137) и (12.138), находим 


Bet BYE ta, nan в ИЗ ert о) 

Итак, внешнее и внутреннее разложения действительно допу- 
скают сращивание, причем весь процесс решения оказывается 
самосогласованным, оправдывая тем самым наше предположение 
о том, что пограничный слой в данной задаче существует в окрест- 
ности начала координат. Подставляя теперь найденное выражение 
для dy B (12.136), имеем 


= $ 
и =а У (Be-! — a) Jenene +.... (12,139) 


Наконец, складывая внешнее разложение (12.132) с внутренним 
разложением (12.139) и вычитая их общую часть (12.137), находим 
единое составное разложение, которое будет равномерно пригод- 
ным на всем промежутке решения задачи. Оно имеет вид 


= В 
ие +a 4+ Le фе а) [ак — fer, 
. 6 


= 36 . 
или a et | НЯ [чи “++, (12.140) 
0 


Puc. 12.10 показывает, что составное разложение у‘ очень мало 
отличается от точного решения у* даже при г = 0,2. В случае же 
e = 0,1 разложение уг практически совпадает с точным решением. 


ыы Пример 4. В качестве последнего примера исследуем случай, 
когда коэффициент р! (х) имеет простой нуль в некоторой внутрен- 
ней точке промежутка [0, 1], что приводит к появлению так назы- 
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ваемого «внутреннего» пограничного слоя. Итак, рассмотрим 
дифференциальное уравнение 


” \ 1 
гу + (x-y)y' —(x-) y=0 (12.141) 
с граничными условиями (12.102). В данном случае функция 
ра (x) = x — —- Меняет знак при переходе через точку x = >, и 


потому наши рассуждения относительно расположения погранич- 
ного слоя требуют более подробного рассмотрения. При этом ока- 
зывается, что на обоих концах промежутка пограничный слой 
отсутствует, и вместо этого, как будет показано ниже, возникает 
№ a 1 
пограничный слой в окрестности точки х = >. 
Если искать внешнее разложение в виде 
y= yx) ем + ..., 


то из уравнения (12.141) получаем, что 


А 1 
(ие ь-0 
Общим решением этого уравнения служит функция 
Yo = бое, 


относительно которой естественно предположить, что она будет 
пригодна всюду, за исключением малой окрестности, примыкающей 


к точке х = > В интервале x > + разложение у должно 
удовлетворять граничному условию у (1) = В. Поэтому ce = Ви 
= ве +..., (12.142) 


где индекс «п» означает правую часть промежутка. В интервале 
х< = функция у’ должна удовлетворять граничному условию 
у° (0) = a. Поэтому c = au 


у =ае + ..., (12.143) 
где индекс «л» указывает на ‘левую половину промежутка. 
Исследуем тёперь окрестность точки х = ->-, вводя следующее 


преобразование растяжения: 


= 
oar а 


‚ или х=-- {8% (>09. (12.144) 
Уравнение (12.141) при этом переписывается как 


аи yg ae — ety! =0. (12.145) 


12.5. Уравнения с переменными коэффициентами 315 


При в -» 0 предельная форма уравнения (12.145) зависит от выбора 
величины у. Как и ранее, выберем характерный предел в виде 


dy! dy! _ 

ae НЕЕ =0, (12.146) 
что соответствует значению у = --. Общее решение уравнения 
(12.146) строится в виде (ср: с формулой (12.136)) 


yi =b+a fe-wn ат, (12.147) 
0 


где нижний предел в интеграле выбран равным нулю в соответ- 
ствии с предположением о существовании пограничного слоя вбли- 


1 
зи точки х = ——. Постоянные ay и by определяются в процессе 


сращивания внутреннего и внешнего разложений. 

Для того чтобы срастить одночленное внешнее разложение 
(12.142) с одночленным внутренним разложением (12.147), будем 
действовать следующим образом. 

Одночленное внешнее разложение: у ~ Ber. 


Перепишем через внутреннюю переменную: = Ве*\/?&—!/2). 

Разложим при малых e: = Ве-!/2 (1 + el/2E 4 ...), 

Найдем одночленное внутреннее разложение: = Ве`!/. 
(12.148) 


Одночленное внутреннее разложение: у ~ by + ay | e—**/2 dt, 


Перепишем через внешнюю переменную: 


[x—(1/2)]/el/2 
= by +a | ет dr, 


р 
Разложим при малых г: = by + a, | ее"? -.... 

9 — 
Найдем одночленное внешнее разложение: by + щу т 


(12.149) 


Приравнивая разложения (12.148) и (12.149), получаем соот- 
ношение 


iy + ae ел,  - (12.150) 


1 Вычисление соответствующего интеграла было проведено в предыдущем 
примере, 
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связывающее постоянные аз и by. Чтобы найти второе соотношение 
между этими постоянными, срастим внутреннее разложение 
(12.147) с внешним разложением (12.143). Следуя обычной про- 
цедуре асимптотического сращивания, находим 


АЖ 
4 (y')? = by + a J ЕТ dt = by — ay | ет? dr, 
| б 
откуда b = as = ае!”. (12.151) 
0 V2 


Решая уравнения (12.150) и (12.151) относительно ay и bp, получаем 
(ет — вел), by = фе ет, 


1 
a=—= 
on Von 


и, следовательно, 


|3 
у =+ (Ве -|- qel/2) 4. ук — ae!) [ел dt fess, 
0 


(12.152) 


В данном случае мы не можем перейти к единому составному 
разложению, которое оказалось бы равномерно пригодным на 
всем промежутке решения задачи. Вместо этого образуем два 
составных разложения, одно из которых будет действовать на 


промежутке (о, = } а другое — на промежутке (>, i}. С этой 
целью положим 


Wa= Vat! — (a)! = а + (Bem! + ae) + 


1 a 
+ У (ce oe fe 52/3 dy — ве! --..., 
или 
t 
yi, = ое + (Be!? — ae!) (+ toe jo" a) pees, (12.153) 


0 
Аналогичным образом имеем 


& 
Y= Be"! + (axel? — pe? (+--+! ents a) +.... (12.154) 


Рис. 12.11 показывает, что разложение уг очень мало отличается OT 
точного решения уже при г = 0, т. 
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у 
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Я 
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Рис. 12.11. Сравнение составного разложения у°с точным‘ решением y°, полу- 
ченным в результате численного интегрирования уравнения (12.141) с гранич- 
ными условиями (12.102) при = = 0.1, а = 1,0 иВ== 1.0. 


Отметим, что в данном примере коэффициент р! (x) представляет 
собой монотонно возрастающую функцию, и потому в задаче 
имеется только один внутренний пограничный слой. Если же 
р: (x) будет монотонно убывающей функцией, структура решения 
становится более сложной: кроме внутренней точки пограничные 
слои могут появиться и в граничных точках промежутка. Такого 
рода задачи в последнее время привлекают все больший интерес 
исследователей. 


12.6. Задачи с двумя пограничными слоями 


В предыдущих параграфах рассматривались задачи, имеющие 
лишь один пограничный слой. В этом параграфе исследуем задачу 
с двумя пограничными слоями, а именно краевую задачу следую- 


щего вида: 

ету — (1+ xy" =0, (12.155) 

у (0) =o, yO) =f, y(l) = y' (1) = 8 (12.156) 

В данном случае порядок старшей производной на две единицы 

превышает порядок производной во втором члене; это позволяет 

предположить, что в данной задаче имеются два пограничных 

слоя — по одному на каждом конце промежутка. Как обычно, 

сделанное предположение будет подтверждено в дальнейшем 

после проверки полученных результатов на самосогласованность. 
Внешнее разложение 


Будем искать двучленное внешнее разложение в виде 
у = Yo (x) Рай (x) + .... (12.157) 


Подставляя разложение (12.157) в уравнение (12.155) и приравни- 
вая коэффициенты при одинаковых степенях г, получаем 


— (1+ =1, (12.158) 
их и =0. . (12.159) 
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Уравнение (12.158) можно переписать в виде 
a 1 


Y= — TH’ 
откуда . Yo = In (1 + x) + Ах + By, (12.160) 
где Ay u By — произвольные постоянные. Общее решение уравне- 
ния (12.159) 
у: = Ах + By, (12.161) 


где A, и В, — произвольные постоянные. Следовательно, 
у = ш(1-+>х) + Ах + By + € (Aix + By) + .... (12.162) 


Отметим, что построенное внешнее разложение (12.162), вообще 
говоря, не удовлетворяет ни одному из граничных условий. По- 
этому его необходимо срастить с двумя погранслойными (внутрен- 
ними) разложениями, каждое из которых действует на своем конце 
промежутка. 


Внутреннее разложение вблизи точки x = 0 


Для построения этого разложения, которое будем обозначать 
через y’, введем в уравнении (12.155) преобразование растяжения 
=, um x=e% (v>0), (12.163) 


[2 
переписав это уравнение в виде 


2-4 diy! Bo > a { 

=? Е — 2 (1 + =) чт =1. 
При e-» 0 характерный предел соответствует значению v = 1. 
Поэтому у' должно удовлетворять предельному уравнению вида 


же Sh met. (12.164) 
Будем искать двучленное внутреннее разложение в форме 
И = Y, (&) + У, (&) +... (12.165) 


Подставляя разложение (12.165) в уравнение (12.164) и приравни- 
вая коэффициенты при одинаковых степенях в, имеем 


Yo’ —Yo=0, (12.166) 

Yi" — Yj =. (12.167) 

Разложение y! должно удовлетворять также граничным усло- 

виям в точке x =0, которая соответствует значению Ё = 0. 
Таким образом, условие у (0) = @ переходит в условие 

и (0) = а. (12.168) 


Кроме того, поскольку 
, du dy 4 1 dy 


Uae ae ee 
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граничное условие у’ (0) = В преобразуется в условие 
4 (0) =e. (12.169) 


Подставляя разложение (12.165) в условия (12.168) и (12.169) и 

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях г, находим 
У (0)=а, Yo(0)=0, (12.170) 
У, (0) =0, У! (0) =В. (12,171) 

Отметим, что влияние величины В сказывается только на членах 

первого порядка малости — именно по этой причине мы ограни- 

чились построением двучленного разложения. 

Общее решение уравнения (12.166) записывается в виде 


Vo = а + of -+ ce § + det, 
где постоянная 4 должна равняться нулю. В противном случае 
функция У’, будет экспоненциально расти с увеличением &, что не 


позволит срастить это решение с внешним разложением. Удовлет- 
воряя граничным условиям (12.170), находим 


а + с =a, by —% = 0. 
Таким образом, by = Cy и dy = &% — Co, и, следовательно, 
Yo =@ + в (2 + 8—1). (12.172) 


В данном случае удобнее проводить сращивание на этом шаге, 
поскольку постоянная Cy оказывается равной нулю. Итак, для 
того чтобы срастить одночленное внешнее разложение с одночлен- 
ным внутренним разложением, положим в (12.97) m=n= 1 
и будем действовать следующим образом. 

Одночлеённое внешнее разложение: y ~ In(1 + x) + Ах + Bo. 


Перепишем через внутреннюю переменную: 
= In(1 + e&) + АЕ + Bo. 
Разложим при малых 2: =ef+ eA -- Во -- 
Найдем одночленное внутреннее разложение: = By. (12.173) 
Одночленное внутреннее разложение; y а -|- cy (2 + & — 1). 
Перепишем через внешнюю переменную: 


о Ее 


Разложим при малых г: =a — C+ 6— + (Э. М. Ч.). 
а при с. =0, 


Найдем одночленное внешнее разложение: Cox 


=> При 520. 
(12.174) 
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Условие равенства (12.173) и (12.174) дает 

Со =0, В =e (12.175) 
и У, = а. (12.176) 
Подставляя найденное выражение для У, в (12.167), получаем 
уравнение 

УХ У: =0, 
общее решение которого записывается в виде 
У, = а, + ИЕ + се + dyes. 

Как и ранее, постоянная 4, должна равняться нулю, поскольку 
в противном случае функция У, будет экспоненциально расти 


с увеличением &Ё, что не позволит срастить это решение с внешним 
разложением. Выполняя граничные условия (12.171), имеем 


а а =0, b, — 1 = B. 


Поэтому a, = —c, и b; = с, + В, и, следовательно, 
у, = BE а (e+ 8—1). (12.177) 
Окончательно находим 
у =а | а ВЕ с, (Е Е — 1] + .... (12.178) 


Срастим теперь двучленное внешнее разложение (12.162) с двучлен- 


ным внутренним разложением (12.178), действуя следующим обра- 
зом: 


Двучленное внешнее разложение: 
y ~ Ш(1-х) + Ах + By + & (Aix + В,). 
Перепишем через внутреннюю переменную: 
= In(1 - e8) + eA  -- в (её + В). 
Разложим при малых е: , 
= e& + = +a + eA’ + гВ, + ++. 
Найдем двучленное внутреннее разложение: 
—=&а- г(Е | Аз -- By). (12.179) 
Двучленное внутреннее разложение: 
у а- а ВЕ +o, (e-§ +8 — 1]. 
Перепишем через внешнюю переменную: 
= 8 [№ +a (e**+%—1)] р 
Разложим при малых 8: 
= а + Вх tox — гс: - (9Э. М. Ч.). 
Найдем двучленное внешнее разложение: 


=a+ Вх + cx — ey. 
(12.180) 
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Далее, переписывая разложение (12.179) через переменную х и 
приравнивая его (12.180), имеем 

& + х + Ахх + eB) = а + Вх ах — ec, 
откуда 1- АД, =В + а и В, = —¢. (12.181) 


Внутреннее разложение вблизи точки x = | 
Для построения этого разложения, которое мы будем обозна- 
чать через у’, введем в уравнении (12.155) следующее преобразова- 
ние растяжения: 
1-Х, или x=1—e% (v>0). — (12.182) 


г 
Тогда уравнение (12.155) перепишется в виде 


ety os — eV (2 — ony oe =1. 


При &-» 0 характерный предел соответствует значению v = 1. 


Поэтому функция у’ должна удовлетворять предельному уравне- 
нию вида 


oe. — (4 — 4ef + 27) se =e. (12.183) 
Будем искать двучленное разложение y! в виде 
= Уь (9) + г7, (© -| +... (12.184) 


Подставляя разложение (12.184) в уравнение (12.183) и приравни- 
вая коэффициенты при одинаковых степенях &, находим 


Я" — 47 =0, (12.185) 
У — 47; = — 46. (12.186) 


Внутреннее разложение y! должно удовлетворять также гранич- 
ным условиям в точке х = |, которая в данном случае соответ- 
ствует точке & = 0. При этом условие у (1) = y дает 


и! (0) =, (12.187) 
а поскольку 
‚_ dy _ dy & _ 1 dy 
Y= ae > a dk ae’ 


то второе граничное условие у’ (1) = 6 переходит в условие 


“4 (0) = 86. (12.188) 

Подставляя разложение (12.184) в условия (12.187) и (12.188) 

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях =, полу- 
чаем 

7.0) =1, 7 (0 =0, (12.189) 

Я, (0) =0, 7! (0)=— 8. (12.190) 


322 Гл. 12. Задачи с пограничным слоем 


Общее решение уравнения (12.185) 
Yo = ay + bol + Coe + Чех, 
где постоянная 4, должна равняться нулю. В противном случае 


функция У» будет экспоненциально расти с увеличением 5, что не 
позволит срастить это решение с внешним разложением. Далее, 
используя граничные условия (12.189), находим, что 


& +=, 8) — 2% =0. 
Поэтому 65, == 26 и G = 1 — 6, и, следовательно, 
Yo=y-+ а (e-% + 26 — 1). (12.191) 
Как и ранее, срастим одночленное внешнее разложение с одно- 
членным внутренним разложением, действуя по следующей схеме. 
Одночленное внешнее разложение: у ~ In(I -+ x)-+ Apx а. 
Перепишем через внутреннюю переменную: 
= ш(1! -- 26) + Аь(1 — =) + а. 
Разложим при малых г: 
= In2-- ef -+ Ay— еА fae. 
Найдем одночленное внутреннее разложение: 
— Аь-|- «-- 12. (12.192) 
Одночленное внутреннее разложение: 
уу -- (2% + 5—1). 
Перепишем через внешнюю переменную: 
=у--& (== (1-5 4208. = 1). 
Разложим при малых &: 
= y+ Set) _& +9. М. Ч.). 
Найдем одночленное внешнее разложение: 
у при 6 =0, 
ЕЕ. nipit % 20. (12.193) 
Условие равенства разложений (12.192) и (12.193) дает & = 0 u 
Apgtat+in2=y, или Ay=y—a—In2, (12.194) 
и, следовательно, :: 
Yo = %. я (12.195) 
Подставляя найденное выражение для Y,B (12.186), получаем 


уравнение a я 
PV — 471 = 0, 
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общее решение которого записывается в виде 
У, =a, + bf + ае-% + dyeX. 
Как и ранее, для того чтобы можно было CpacTHTb’ разложение у! 


с внешним разложением, постоянная 4, должна равняться нулю. 
Далее, используя граничные условия (12.190), находим, что 


@, | & =0, b, — 24, = —4. 
Поэтому 4, = —@, ив, = 26, — 6, и, следовательно, 
У, = —8f - а (e-% + 2 — 1). (12.196) 


Срастим теперь двучленное внешнее разложение с двучленным 
внутренним разложением у’, действуя следующим образом. 


Двучленное внешнее разложение: 
y ~ шт x) -+ Ах @ + & (Aix + В\). 
Перепишем через внутреннюю переменную: 
= In(2 — ef) + 4, (1 — ef) + а + в(А, — г А. 5 -+ В). 
Разложим при малых в: 
= In 2— ef + Ay — Аб -- а +-вА, — eA + eB, + -... 
Найдем двучленное внутреннее разложение: 
= А-а м2 +в (4, +8, — 6—4). 
(12.197) 
Двучленное внутреннее разложение: 
у-т- 21-65 + &(е-* + 26 — 1] 
Перепишем через внешнюю переменную: 
= зе {Е а [etme 2091]. 
Разложим при малых &: 
=y—6(1 —х) + 26, (1 — x) — 26, + (5. М. Ч.). 
Найдем двучленное внешнее разложение: 
= y+ (26, — 8) (1 — x) — г5.. 
(12.198) 
Переписывая разложение (12.197) через переменную х и приравни- 
вая его разложению (12.198), имеем 
1 
А-а ш2— (5+ Ao) (1—2 +0(Ar + В) = 
= y+ (26, — 6) (1 — x) — г&,, 
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Рис. 12.12. Сравнение составного разложения y° с точным решением у“, полу- 
ченным с помощью численного интегрирования уравнения (12.155) с гравич- 
ными условиями (12.156) при == 0.2, а = В= 1.0 un p= 6= —1.0. 


откуда следует соотношение (12.194), а также соотношения 
—1-А=2-& АВ =—8,. — (12.199) 
Подставляя теперь значение A, из (12.194) в (12.181), находим 


В: = —с: = — + а +В — 1+ ш2, (12.200) 


а подставляя значения Ay Xu B, ив (12.194) и (12.200) в соотношения 
(12.199), окончательно имеем 


= (8-5 +12), (12.201) 


Ay=— (304% —3+8- +312). (12.202) 


Таким образом, все произвольные постоянные во внешнем и вну- 
тренних равложениях оказались выраженными через граничные 
значения. 


Соответетвующее составное разложение может быть построено 
следующим образом: 


ужи — (9 — (и, 
где (y)? и (у!)° даются формулами (12.180) и (12.198). В результате 
имеем 
yf =In(1 + x) + Ах + а г(Ах + By) + a+ 
- = [ВЕ — Ве + &— I) + y+ el—8 а + 26 — IN] — 
—a— Вх + Вы — eB, — y — (2, — 8)(1 — x) + г, 
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ИЛИ 
у =а-+ ш(1 +x) +(y—a—In2)x+ 
+в [-- (3a+28 З-+8—- +32) x 
—@-а- вт 2) (1—2) + 
+ (и -т- ting) eeumme] +... (12.203) 


Рис. 12.12 показывает, что составное разложение у’ хорошо соот- 
ветствует точному решению задачи. 


12.7. Случай нескольких зон 


Во всех рассмотренных ранее примерах в области пограничного 
слоя существовал только один характерный предел. В этом пара- 
графе обсудим случай, когда в данном пограничном слое имеется 
несколько характерных пределов. При этом, если в задаче сущест- 
вуют, например, два характерных предела, результирующее 
разложение, кроме внешнего, будет включать в себя два внутрен- 
них разложения. Области пригодности каждого: из этих разложе- 
ний обычно называют зонами 1), а сама задача именуется в этом 
случае трехзонной задачей. Таким образом, если в данном погра- 
ничном слое существует не один, а несколько характерных пре- 
делов, то говорят соответственно о многозонной задаче. Ниже мы 
исследуем случай двух характерных пределов в пограничном слое, 
т. е. трехзонную задачу. 

Итак, рассмотрим краевую задачу 

23у” + ху’ + (x8 — г) y = 0, (12.204) 
у (0) =a, у (1) = 6. (12.205) 
Поскольку коэффициент при у’ положителен, пограничный слой 
должен существовать вблизи начала координат. Поэтому внешнее 
разложение должно удовлетворять граничному условию у (1) = В, 
однако, вообще говоря, не предполагается, чтобы оно удовлетво- 
ряло условию на левом конце y (0) = a. 
Будем искать внешнее разложение в виде 
¥ = Yo (x) + и (X) +... 
Подставляя разложение у’ в уравнение (12.204) и граничное 


условие у (1) = В и приравнивая коэффициенты при =*° в обеих. 
частях полученных paBeHCTB, получаем 


мую =0 — и(П=В. (12.206) 
Общее решение уравнения (12.206) 
Yo = вех. 


1) У автора используется слово deck (палуба). — Прим. ред. 
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При этом из условия и (1) = В следует, что с, = Ве. Поэтому 
Yo = Ве-* 
и у = Ве!— +... (12.207) 


Ясно, что полученное разложение не удовлетворяет граничному 


условию при x = 0. 
Как и ранее, для того чтобы исследовать окрестность точки 
х = 0, введем преобразование растяжения 


t= >, или x =ev— (v>0). (12.208) 


В результате уравнение (12.204) перепишется в виде 
ev SE + ores Yt (eg — ду-о. (12.209) 


При e— 0 член О (23°) оказывается малым по сравнению с 22°, 
поскольку v > 0. Поэтому главной частью уравнения (12.209) 
будет 


оо в + — ey fried, (12.210) 


Соответствующие характерные пределы получаются в результате 
«уравновешивания» (компенсации) двух любых членов в (12.210). 
Так, чтобы скомпенсировать первый и второй члены этого разло- 


жения, следует положить 3 — 2% = 2%, или V = + При этом 
(12.209) переходит в patie 


32 Фи. г ы ие eng Ч (e983 — г) y=0, 


главная часть и а тривиальному решению 
у = 0. Поэтому данный случай должен быть исключен из нашего 
рассмотрения. Если теперь скомпенсировать в (12.210) первый и 
третий члены, мы должны выбрать 3 — 2% = 1, или v = 1. Тогда 
уравнение (12.209) переходит в уравнение 


ее +(e — 2) y—0 (12.21 1a) 


с нетривиальной главной частью, и поэтому данный случай необхо- 
димо учесть при дальнейшем рассмотрении. Если же, наконец, 
скомпенсировать в разложении (12.210) второй и третий члены, то 


необходимо положить 2% = 1, или VY = =. В отличие от предыду- 


щего случая, где преобразование пограничного слоя имело вид 
Е=х/в, здесь мы используем новую мелкомасштабную переменную 
$, так что € = x/e'/2, При этом уравнение (12.209) переходит 
в уравнение 


ety т tte 4% 4 (3763 в) у=о (12.2116) 
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с нетривиальной главной частью, и, следовательно, этот случай 
также следует учитывать при анализе. Изменение масштаба Ё = 
= x/e, соответствующее v = 1, описывает некоторую область 
(подслой) вблизи начала координат, которую будем называть 


левой зоной. Изменение масштаба 5 = х/=!/?, соответствующее 
у = > определяет другую область, лежащую между левой зоной 


и областью внешнего разложения (правой зоной). Поэтому будем 
называть ее средней зоной. Отметим, что в задачах вязко-невязких 
взаимодействий эти зоны обычно называются нижним, средним и 
верхним подслоем соответственно. 


Из формулы (12.2а) следует, что главный член Yo разложения 
левой зоны у! удовлетворяет уравнению 


ay 

er a Ye = 0. 
Общее решение этого уравнения можно записать в виде 

Yo = age-* + Ве, 
где постоянная by должна равняться нулю, так как в противном 
случае функция Ух будет с увеличением & экспоненциально расти, 
что не позволит срастить ее с разложениями средней или правой 
зоны. Поскольку разложение левой зоны пригодно в окрестности 
начала координат, оно должно удовлетворять граничному условию 
у (0) = а. Но точка x = 0 соответствует точке & = 0, и, следова- 
тельно, у! (0) = a. Тогда из этого условия имеем а = “и 

У, = ае-*, 

откуда И =ае--.... (12.212) 
_ Точно так же из формулы (12.2116) следует, что главный член 
У, разложения средней зоны у” удовлетворяет уравнению 


237 — 7, = 0. 
Разделяя переменные, имеем 


i _& 
Yo ee 
Интегрирование этого соотношения дает 
т _ = — aa tind, 
откуда У = dye"? 
и y™ = dee-H2t {.... (12.213) 


Так как начало координат соответствует точке 5 = 0, то из разло- ` 
жения (12.213) следует, что у” -» 0 при 5 -» 0, и поэтому данное 
разложение не может удовлетворить граничному условию у (0) = 
= @. Таким образом, постоянную 4 следует определять из условия 
сращивания у” либо с разложением у!, либо ‘с разложением уг. 
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Рис. 12.13. Сравнение составного разложения у‘ с точным решением y°, полу- 
ченным с помощью численного иитегрирования уравнения (12.204) с граничными 
условиями (12.205) при = = 0.05, а = 2.0 и B= 1.0. 


Отметим, что разложение у! нельзя срастить прямо с разложе- 
нием у’, поскольку 
= u(y?) = Be. 


Поэтому для ликвидации разрыва между у! и у° нужно воспользо- 
ваться разложением у”. Для того чтобы срастить разложения у" 
и y°, заметим, что 


(= и (уе. 
Отсюда dy = Ве, и, следовательно, 
ym = Pelt .... (12.214) 
Аналогично, для того чтобы срастить разложения у” и y!, заметим, 
что 
(ут =0 и (y')™=0, 


и, следовательно, их сращивание вполне возможно. 
Наконец, образуем составное разложение по следующей схеме: 


и=у ити — (yy (у. 


Таким образом, 


yf =Be-* ве 4 —№ +... (12.215) 
При этом из разложения (12.215) имеем | 
(у = Ве-* = у, 
(у)" _ Be!—(1/26") =y", 
(уе = cet = у, 


и, следовательно, мы можем утверждать, что разложение уг будет 
равномерно пригодным на всем промежутке [0, 1]. Рис. 12.13 
показывает, что разложение у действительно оказывается доста- 
точно близким к точному решению. 
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12.8. Нелинейные задачи 


В заключение этой главы рассмотрим две нелинейные задачи. 

Задача 1. Прежде всего исследуем случай, когда в процессе 
построения асимптотического решения приходится вводить не 
растягивающее, а сжимающее преобразование масштаба. Рас- 
смотрим следующую краевую задачу: 


ИУ =0, < (12.216) 


y (1) =0, у (oo) = 1. (12.217) 


Здесь разложение нулевого порядка оказывается равномерным, 
а неравномерность будет проявляться только в членах первого 
порядка. Отметим также, что в данном случае малый параметр 
стоит не при старшей производной, и, следовательно, причиной 
неравномерности, как и в задачах о нелинейных колебаниях, явля- 
ется неограниченность области изменения аргумента х. 

Будем искать двучленное прямое разложение в виде 


у = Yo (x) + ey, (x) + .... (12.218) 


Подставляя разложение (12.218) в уравнение (12.216) и граничные 
условия (12.217) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях г, имеем 


для порядка =°: 


+> и=о, (12.219) 
и (1) =0, о (оо) = 1; (12.220) 
для порядка e!: 
РА +2 и = — yoyo, (12.221) 
и (1) =0, #1 (со) = 0. (12.222) 


Умножая уравнение (12.219) на х?, перепишем его в виде 


240 + xy =F (PH) =0, 


dx 
откуда, после интегрирования, находим 
omc ch hy (12.228) 


Используя граничные условия (12.220), получаем 
—%+b=0 и B=). 
Отсюда ay = by = 1, и, следовательно, 


; 1 
ф=1—-. (12.224) 
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Таким образом, первый член разложения (12.218) оказывается 
равномерным по х, поскольку он удовлетворяет вырожденному 
уравнению (12.219) и исходным граничным условиям. 
Подставляя найденное выражение для yo в (12.221), получаем 
уравнение $ | 
ии (1 =):== ats 


x? x? 


которое после умножения на x* приобретает вид 


и + 2xyi=—14-4, или = x =) = = 
Интегрируя ero, имеем 
а d 1, 1 
eB = хх +a, или пе пы. 
Повторное интегрирование дает 
yw=—ing — BEL 4g, (12.225) 


Используя граничное условие у, (1) = 0, получаем, что В, = 
= а, { 1, откуда 


n=—ins~ МАНЫ (1 —t). (12.226) 


При х—+со функция у: является неограниченной, и поэтому мы 
не можем удовлетворить второе из граничных условий (12.222), 
а именно условие у; (со) = 0. Таким образом, прямое разложение, 
которое будем называть внешним и обозначать через у, т. е. 


ужи + [-- (1+) ша (1-5)] +... (12.227) 


оказывается непригодным при больших х. 
Для того чтобы исследовать поведение решения в случае боль- 
ших х, введем следующее преобразование сжатия: 


Е = xev (v > 0). (12.228) 
При этом 
bs OS ВА Е: Hew 
а ~~ d&? аз = dea’ 
и уравнение (12.216) переписывается в виде 
ov Фи, 28° Е не Ч 
е ae? + Е +=*“у Е =0. 
Характерным т для него является уравнение 
у 2 d 
$f. += м (12.229) 


соответствующее значению v = 1. er в результате 
разложение будем называть внутренним и обозначать через уг. 
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Далее, вместо того чтобы задавать вид разложения y’, после- 
довательно находить и решать уравнения для членов различного 
порядка и, наконец, сращивать у’ с внешним разложением, мы 
поступим иначе, а именно: используем внешнее разложение в 
качестве критерия для определения формы внутреннего разло- 
жения и’. Такой подход оказывается очень удобным в.случае 
уравнений в частных производных и интегродифференциальных 
уравнений, особенно нелинейных. Кроме того, в этом случае 
первый член разложения, даваемый формулой (12.224), оказы- 
вается пригодным на всем промежутке решения задачи и, следо- 
вательно, его можно использовать и во внутренней области. 
Тогда, переписывая этот член через внутреннюю переменную, 
имеем 

e 


H=1—+- (12.230) 


Устремляя теперь = к нулю при фиксированном & получаем 
Yo = 1; эта функция и будет первым членом внутреннего разло- 
жения. Кроме того, вид функции Yo, даваемой формулой (12.230), 
позволяет предположить, что у‘ разлагается в ряд по целым по- 
ложительным степеням г. Таким образом, мы будем искать внут- 
реннее разложение в форме 


и=1- ау, (+ .... (12.231) 


Подставляя разложение (12.231) в уравнение (12.229) и прирав- 
нивая нулю коэффициент при 2, получаем 


ут - + (= +1) ¥j=0. (12.232) 
С помощью интегрирующего множителя 
exp [J (2+1) «] = «ре шЕё+9 =8а 
перепишем уравнение р 232) в виде 
я (BABY) =0. 
Интегрируя, имеем 


ау 
Deb =e, 


ИЛИ 
а: et 


“EA 
откуда после повторного интегрирования находим 
$ 


У! = с: 


(12.233) 


со 
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где с; и 4, — произвольные постоянные. В связи с тем что внут- 
реннее разложение должно удовлетворять граничному условию 
на бесконечности, нижний предел интегрирования в этой формуле 
мы положили равным бесконечности (поскольку точка х = со 
соответствует точке § = oo). При этом из (12.217) и (12.231) 
следует, что Y; (со) = 0, и, значит, постоянная 4; в формуле (12.233) 
должна равняться нулю. Таким образом, формулу (12.233) можно 
переписать как 
$ et 


Ура | = 


12 


ат, 
. > 
а разложение (12.231) принимает вид 
© т 
y=l—eq [Ч .- (12.234) 
$ 
где мы поменяли пределы интегрирования, с тем чтобы значение 
интеграла оставалось положительным. Постоянная же с; опреде- 
ляется в процессе сращивания внутреннего и внешнего разло- 
жений. 
Срастим теперь двучленное внешнее разложение (12.227) 
с двучленным внутренним разложением (12.234), действуя сле- 
дующим образом. 


Двучленное внешнее разложение: y~ 1 — 1 +e [- (1 + +)х 


xInx+b(1 —+)}. 


[2 


Перепишем через внутреннюю переменную: =1— + 
2 t e 

+8 [- (1+) (+) +4(1—)]. 

Разложим при малых e: =1— = +telne—eln&+ 

Че +... 


Найдем двучленное внутреннее разложение: =1— в (+ 


4+ Int — ше в)" . (12.235) 


со 
-т 


е 
Двучленное внутреннее разложение: у ~ | — гс | == at. 
В 


со 
a 


e 
Перепишем через внешнюю переменную: = | — ес: Jara. 


8x 


1 Обратим виимание читателя на наличие в разложении (12.235) логариф- 
мнческого члена. 
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1 — ах 


77 +Inex] + .... 


Разложим при малых #: =1 — ес: [ 


с. 
Найдем двучленное внешнее разложение: =1— -/ — 


— вс. (1 шх- ше). (12.236) 
При вычислении интеграла мы воспользовались интегрированием 


по частям: 
es т т |e > т т ЮО 
e ег er г 
= — dt = — | еп ae 
| wv te т Ilex | т 4 т +# |r 
ex ex 


— [Пе ем Inex + О (= та). 
ех 


Переписывая разложение (12.235) через внешнюю переменную 
х и приравнивая его разложению (12.236), получаем 


1-4 —elnx + её = 1 — 2 — с (—1 - шх-- ше). (12.237) 
Таким образом, с, =Ги В, = 1 — ше, и, следовательно, 
1 1 
иже [-- (1+5) мх+- (м9 (1 -=)] +... 
(12.238) 
© т 
‘i иже [Чу .... (12.239) 
$ 


Наконец, складывая внешнее разложение (12.238) с внутрен- 
ним разложением (12.239) и вычитая их общую часть (12.236) 
при с, =1, находим искомое составное разложение 

| 1 1 
иже [— (1+) шх+а м9 (1 —+)]+ 
+1—efSdr—14pte(i4+inetine)+..., 
i 


или yal—e [dee [А ие | + vee. (12.240) 
$ 


x 
Задача 2. В качестве второго примера, следуя Коулу (1968), 
рассмотрим следующую задачу: 
ey” + yy’ —у=0, O<x<l, (12.241) 
у (0) =a, y (1) = B, (12.242) 


где 0 < = «Тис и В не зависят от =. В этом случае малый па- 
раметр стоит множителем при старшей производной, в результате 
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чего в задаче возникает пограничный слой, причем разложение 
этого пограничного слоя зависит от знака коэффициента при у’. 
В то же время поскольку функция у определяется значениями a 
и Вна границе области, то в конечном счете местоположение по- 
граничного слоя также оказывается зависящим от граничных 
значений «и В. 

Будем искать внешнее разложение в виде 


у = Yo (x) + ey, (x) + .... 


Подставляя это разложение в уравнение (12.241) и условия (12.242) 
и приравнивая коэффициенты при ©, получаем 


yoyo — yo= 0, (12.243) 

Yo (0) =a, Yo (1) = В. (12.244) 

Решение уравнения (12.243) состоит из двух ветвей, а именно: 
Yo =0 (12.245) 

и Yo =X + Cp. ; (12.246) 


Первую ветвь следует отбросить, потому что с ее помощью мы 
не можем удовлетворить произвольным граничным условиям. 
Вторая ветвь дает два специальных внешних решения 


у =х- в — 1, (12.247) 
у =х-а, (12.248) 


где у’ удовлетворяет граничному условию на правом конце, а 
у! — условию на левом конце. При этом из (12.247) и (12.248) 
следует, что 


у" (0) =В—1 и у! (1) =а 4+ 1. 


Таким образом, если a == В —1, то функция у’ оказывается 
непригодной вблизи точки x = 0, а функция у!’ — вблизи точки 
х =1, и, следовательно, возникает необходимость ввести погра- 
ничный слой. Если пограничный слой существует на левом конце 
промежутка, то решение у! следует исключить из рассмотрения; 
если пограничный слой имеет место на правом конце, то из рас- 
смотрения исключается решение у’. Если же пограничный слой 
располагается в некоторой внутренней окрестности данного про- 
межутка (ударный слой), то нам необходимо учитывать оба этих 
решения. Если теперь « = В — 1, то функция у’ = у! = x + 
+6—1 будет удовлетворять дифференциальному уравнению 
(12.243) и граничным условиям и, следовательно, она является 
точным решением задачи. 

Как отмечено выше, в случае a 5= В — | пограничный слой 
располагается в некоторой внутренней точке промежутка [0,1]. 
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Для того чтобы исследовать поведение функции у в этом погранич- 
ном слое, введем преобразование растяжения 
х—х 
^^, или хде (v>0), (12.249) 
= 
где координата хь задает положение пограничного слоя и заранее 
не известна. При этом для линейных задач нет необходимости 
изменять масштаб зависимой переменной, поскольку он не ока- 
зывает влияния на решение задачи. Однако в. случае нелинейной 
задачи может возникнуть необходимость изменить масштаб и у 
зависимой переменной. Поэтому положим 
: y (x; =) 
Y=YGey+ =H, (12.250) 
где величина A подлежит определению из дальнейшего анализа. 
Подставляя (12.249) и (12.250) в уравнение (12.241), имеем 


gl-2ven 4. т 2 dy! _ ery =0, 


r Ee 
или 
dy! cd dy И 
ЧЕ -- = +. Ч = — 22% ту = 0. 
Если 4 == 0, характерным пределом будет уравнение 
@и р ь аи 
a ty = у (12.251) 
соответствующее значению v = |. Если же A = 0, то характерный 
предел будет иметь вид 
о р: И a и =0, (12.252) 
что соответствует nee 
At+v—1=0 и QW--1=0, или = и =. 


При этом из разложения (12.250) следует, что в первом случае 
(т.е. при А = 0) у=О (1), тогда как во втором случае (т. е. 


при A = =) функция у = O (e'/2). Во втором случае характер- 


ный предел совпадает с исходным дифференциальным уравнением. 
Таким образом, уравнение для характерного предела приходится 
интегрировать численно, и, следовательно, обращаясь к методу 
асимптотических разложений, мы практически не получаем ни- 
какого упрощения исходной задачи. Однако Коул (1968) показал, 
что данные граничные условия являются каноническими, и поэ- 
тому численное интегрирование может быть проведено сразу 
для всех задач. Здесь мы ограничимся исследованием только пер- 
вого случая, когда у = О (1) uv = 1, а характерный внутренний 
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предел (12.251) оказывается более простым, чем исходное диффе- 
ренциальное уравнение. 


В первом приближении можно заменить у’ Ha У в уравнении 
(12.251), откуда после интегрирования находим 


УТУ, или У=-О- У), (12.253) 


где 6 — произвольная постоянная. Эта постоянная b должна 
быть положительной, поскольку в противном случае при & -> +00 
функция У будет стремиться к ЗЕ оо, и, следовательно, мы не 


сумеем срастить разложение у! с соответствующим внешним раз- 
ложением. 


Разделяя переменные в (12.253), имеем 


ий = df, (12.254) 


где постоянную В мы заменили на положительную величину &?, 
При интегрировании penn | (12.254) будем рассматривать два 
случая: У? < Ё и У’ #2. В первом случае положим 


У = kthe 


и, учитывая, что 4У = ksch?0d0, из уравнения (12.254) получим 


2k sch? 0 40 2 
er ot = @ = 90. 


`Таким образом, имеем 


| 
0= (На) 


=УЧ... = [+#&+94]+..., (12.255) 


где 4 — постоянная интегрирования. Во втором случае положим 


У=Ест 0 

и, учитывая, что 4У = —kcsch?6d60, из уравнения (12.254) по- 
лучим Ы 66 5 

2k cscl d 

— н- нам — = Z 
Следовательно, 
1 
= (а) 

а ИУ. = вай [+4] +... (12.256) 


Отметим, что величину & также можно считать положительной, 
поскольку функции th и cth нечетные. Постоянные интегрирова- 
ния k ud в обеих формах внутреннего разложения определяются 
в процессе сращивания внутреннего и внешнего разложений. 


12.8. Нелинейные задачи 337 


Исследуем теперь три возможных случая расположения погра- 
ничного слоя: на левом конце промежутка, на правом его конце 
и в некоторой внутренней точке. 

Если пограничный слой существует на левом конце проме- 
жутка, т.е. координата x, = 0, то внешнее решение (12.248) 
следует отбросить и надлежащим внешним решением будет 
(12.247). Затем это внешнее решение сращивается с одной из форм 
внутреннего разложения, в результате чего получаются условия 
для пограничного слоя на левом конце. Выражая у” через пе- 


ременную Е и разлагая найденное выражение при малых в, 
имеем 


(у) =p —1. (12.257) 
Далее, выражая у' из разложений (12.255) или (12.256) через 


внешнюю переменную х, раскладывая при малых & и замечая, 
что x > 0, получаем 


(y= k>0. (12.258) 
Следовательно, k= В —1и 


в пе [58-06449] при Y<B—1, 
Y= a (12.259) 
(6 — Пе [-8-10&+4] при УВ 1. 


Поскольку предполагается, что пограничный слой сущест- 
вует в точке х = 0, которая соответствует точке & = 0, он должен 
удовлетворять условию у (0) = а, или У (0) =a. Тогда из 
(12.259) следует, что 


a=(6— 0 [568-14] (12.260) 


ИЛИ . 
а=в - I)cth [+6- 14]. (12.261) 


Учитывая поведение функций th и cth (рис. 12.14), из соот- 
ношения (12.258) можно сделать вывод, что величина В должна 
быть больше единицы, так что внутреннее решение либо убывает, 
либо возрастает до значения В — 1 > 0. Кроме того, если a > 
>В —1, внутреннее решение выражается через cth, который 
убывает от значения @ до значения В — 1. Если же а < В — 1, 
то должно быть также a > — (В — 1), так что внутреннее реше- 
ние будет выражаться через th, который возрастает от значения 
@ до значения В — |. Оба этих решения приведены на рис. 12.15. 

Перейдем теперь к анализу случая, когда пограничный слой 
существует на правом конце. При этом имеем хь = 1, и, следо- 
вательно, решение (12.247) должно быть отброшено, а надлежа- 
щее внешнее решение будет даваться формулой (12.248). Для того 
чтобы срастить это внешнее решение с одной из форм внутреннего 
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(ах * (6)cthy, 
Рис. 12.14. Поведение функций th би cth 5. 


1 


разложения, выразим у' через переменную & = (x — 1)/е и раз- 
ложим полученное выражение при малых г. В результате получим 


(а 1. (12.262) 


Кроме того, выражая у! в (12.255) и (12.256) через внешнюю пе- 
ременную х, имеем 


yaa [be(ES" he] 
У = Ес [4 (= fe d) |. 
y 
6 
a 
x 


Рис. 12.15 Характер изменения составного решения в случае, когда погранич- 
ный слой существует в окрестности точки x = 0, при e= 0.1, В = Зна) & = 
= —0.5; 6) a= 4. 
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Рис. 12.16. Характер изменения составного решения в случае, когда погранич- 
ный слой существует в окрестности точки x= 1, при === 0.1, а = —Зи 
a) B= 1; 6) B= —4. 


Устремляя е к нулю и замечая, что х < 1, находим, что аргумент 
в этих выражениях стремится к —oo, и, следовательно, 


(= Ы—А. (12.263) 
Приравнивая в соответствии с принципом сращивания выражения 
(12.262) и (12.263), получаем, что & = — (а + 1). Таким образом, 


—е+ а [--5@+06& +4] при Yoa+t, 


с —@-+ св [-@ +0%+49] при У<ачь 
(12.264) 


причем функция У должна удовлетворять граничному условию 
y (1) =В, или У (0) = В; поскольку точка x = 1 соответствует 
точке € = 0. Наконец, находим 


в=— @+ 10% [-5-@+104] (12.265) 
или В=- (а Пет [—y@+d}. (12.266) 


Поскольку предполагается, что k > 0, величина a + 1 должна 
быть отрицательной. Если В <a +1 < 0, внутреннее решение 
выражается через cth, причем оно будет возрастать от значения 
В до значения a +1. Если же |B] <|@-+1| иа-+1< 
< 0, то внутреннее решение будет выражаться через th, который 
убывает от значения В до значения @ + 1. Оба этих решения пред- 
ставлены на рис. 12.16. 

Наконец, исследуем случай, когда пограничный слой существует 
в некоторой внутренней точке промежутка. При этом с внутрен- 
ним разложением необходимо сращивать уже оба внешних ре- 
шения. Для того чтобы срастить у” из (12.247) с разложением и", 
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выразим эту функцию через переменную & = (x — x,)/e и, раз- 
лагая результат при малых е, получим 


(уж ЕВ 1. (12.267) 
Для того чтобы срастить решение y’, определяемое формулой 
(12.248), с разложением у:, перепишем это решение через пере- 
менную & и, разлагая результат при малых e, получим 


(уг = ль а. (12.268) 
Так как & = (x — x,)/e стремится к минус бесконечности при 
xX «ик плюс бесконечности при x > хь, то внутреннее реше- 
ние у’ должно возрастать от хь +a до x, + В —1. Рис. 12.14 
показывает, что такой характер изменения, т.е. возрастание 
от значения —# при & = —oo до значения +k при Ё = +00, 
имеет только функция th. Следовательно, внутреннее решение 
должно даваться формулой (12.255). Полагая Ё = +0, на- 


ходим, что 
(97 =k, (12.269) 
а полагая Ё = —oo, получаем, что 
(yf)! = —k, (12.270) 


где надстрочные индексы ги / обозначают внешние пределы справа 
и слева от хь соответственно. Приравнивая (12.267) и (12.269), 


имеем 
ж В 1=А, (12.271) 

а приравнивая (12.268) и (12.270), находим 
ж а = — 4. (12.272) 


При этом из соотношений (12.271) и ие 272) следует, что 
%=t(1—a—f), k=p(B—1—a), (12.273) 
и, следовательно, внутреннее решение у’ можно записать в виде 


y= 4 G—1—a)th [18-1-9 +.... (12.274) 


y 


Puc. 12.17. Характер изменения составного разложения в случае, когда погра- 
ничный слой существует во внутренней точке промежутка, при a= —2, В = 
= 1.8 и == 0.1. 
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Рис. 12.18. Диаграмма, иллюстрирующая расположение пограничного слоя 
в плоскости (%, В) 


Таким образом, как показано на рис. 12.17, внутреннее решение 
возрастает от —- (В —1—a) до +4 (В —1—a), причем 
мы принимаем 4 = 0, поскольку с самого начала предполагается, 
что центр ударного слоя расположен в точке х = хь, или & = 
= 0. Так как 0 < x, < 1, а величина k считается положитель- 
ной, из формул (12.273) получаем, что существование ударного 
слоя (т. е. внутреннего пограничного слоя) требует выполнения 
условий 


0<3(1-а-В<Е и B—1—a>0, 


ИЛИ 
—1<а4в<Е и В+ а. (12.275) 


На рис. 12.18 иллюстрируются все возможные варианты ре- 
шений для пограничного слоя в плоскости (а, В). Незаштрихо- 
ванная область на рисунке соответствует случаю, когда у = О (e!/2), 
и характерный предел дается уравнением (12.252); при этом, как 
отмечалось выше, решение должно строиться с помощью чис- 
ленных методов. 

Приведенный пример показывает, что в’нелинейной задаче 
с пограничным слоем положение последнего в очень большой 
степени зависит от выбора граничных значений. 


Упражиения 
12.1. Рассмотреть краевую задачу 
ey" Ру +y=0, у =а, y (1) = 8. 


а) Найти точиое решение. 

6) Используя метод сращиваемых асимптотических разложеннй, построить 
равномерно пригодное разложение первого порядка. Сравнить получениый 
результат с точиым решением. 
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в) Используя метод многих масштабов, построить равномерно пригодное 
разложение первого порядка. Сравнить полученный результат с результатамн 
пунктов а) и 6). 

12.2. Рассмотреть краевую задачу 
ву" — у + y= 0, у (0) =а, у (1) = В. 

а) Найти точное решение. 

6) Используя метод сращиваемых асимптотических разложений, построить 
равномерно пригодное разложение первого порядка. Сравнить полученный 
результат с точным решеннем. 

в) Используя метод многих масштабов, постронть равномерно прнгодное 
разложенне первого порядка. Сравнить полученный результат с результатами 
пунктов а) и 6). 

12.3. Рассмотреть краевую задачу 


ey"—y'=1, у(0) =а, у (1) = В. 


а) Найти точное решение. 

6) Используя метод сращиваемых асимптотических разложений, построить 
равномерно пригодное разложение первого порядка. Сравнить полученный 
результат с точным решением. 

в) Используя метод многих масштабов, построить равномерно пригодное 
разложенне первого порядка. Сравннть полученный результат с результатами 
в пунктах a) H 6). 

12.4. Рассмотреть краевую задачу 
ву" +y'=1, у (0) =а, у (1) = В. 

а) Найти точное решение. 

6) Используя метод сращиваемых асимптотических разложеннй, построить 
равномерно пригодное разложение первого порядка. Сравнить полученный ре- 
зультат с точным решением. 

в) Используя метод многих масштабов, построить равномерно пригодное 
разложение первого порядка. Сравнить результат с результатами, полученными 
в пунктах а) и 6). 

12.5. Построить равномерно пригодные разложения первого порядка для ре- 
шений краевых задач 
ey” + (3x+ I)y’ = 1, у (0) =а, у (1) = В. 
12.6. Построить равномерно пригодиые разложения первого порядка для ре- 
шений краевых задач 
ey” у" = 2x, у (0) = 4, y (I) = В. 


В обоих случаях сравнить полученный результат с точным решением. 
12.7. Постронть равномерно пригодные разложения первого порядка для ре- 
шений краевых задач 


ey” + 2х I) y= 4x+1, у (0) = a, у (1) = В. 


12.8. Построить равномерно пригодные разложения первого порядка для ре- 
шений следующих краевых задач: 


а) ey” + ху’ — xy = 0, 

y (0) =а, y (1) = B. 
6) ey” + (1— x) y’ — (lL— 2) y= 0, 

Я (0) ==, 9 (1) = B. 


12.9. Построить равномерно пригодное разложение первого порядка для pe- 
шения Краевой задачи 


ey” + Фу’ — му = 0, 9 (0) = а, y (1) = В. 
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12.10. Рассмотреть задачу 


ey + ту —x™y=0, у(0)=а, y(l)=B. 
При каких условиях существует пограничный слой вблизи начала координат? 
Построить для этого случая равномерно пригодное разложение первого порядка. 
12.11. Построить равномерно пригодное разложение первого порядка для ре- 
шення краевой задачи 
ey" + xy’ — xy = 0, y(—l) =a, y (1) = B. 
12.12. Рассмотреть задачу 


ey” —y' = 1, 
у (0) =а, y' (0) = B, gy (1) = ¥. 
a) Найти точное решение и с его помощью показать, что в общем случае 
пограничный слой существует на обоих концах промежутка. 
6) Построить равномерно пригодиое двучленное разложение и сравнить 


получениый результат с точным решением. 
12.13. Рассмотреть задачу 


ey” — у {у=0, у (0) =а, у’ (0) = В, 9 (1) = 
a) Найти точное решение и с его помощью показать, что в общем случае 
пограничный слой существует на обоих концах промежутка. 
6) Построить равномерно пригодное двучленное разложение н сравнить 
полученный результат с точным решением. 
12.14. Рассмотреть задачу 
ey” — (2x+ ]у=1, 


у (0) =а, y' 0) = B, y (I) = ¥. 
Построить равномерно пригодное двучленное разложение первого порядка. 
12.15. Рассмотреть задачу 
вйУ —у’=1 
у у , 
у (0) =а, у (0) =В, y(l)=% y (I) = 6. 
a) Найти точное решение и с его помощью показать, что в общем случае 
пограничный слой существует на обоих концах промежутка. 
6) Построить равиомерно пригодное разложение первого порядка и сравнить 


полученный результат с точным решеннем. 
12.16. Рассмотреть задачу 


ey!¥ — (2х Пу = 1, 
у (0) = а, y’ (0) = B, y(l)=¥, у (1) = 6. 
Построить равномерно пригодное разложенне первого порядка. 
12.17. Рассмотреть задачу 
ey" у" — (2 а!) y=0, 

у (0) =а, y (1) = В. 
Показать, что для нее существуют два характерных предела. Далее построить 
равномерно пригодиое трехзонное решение первого порядка. 
12.18. Рассмотреть задачу 


я 
ши’ + eu’ =0, и (1) =0, и (co) = 1. 


Построить равномерно пригодное двучленное разложение. 
12.19. Рассмотреть задачу 


ити + euu’ =0, и (1) =0, и (со) = 1. 
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Постронть равномерно пригодное одночленное разложение. Обратить внимание 
на то, что неравномерность проявляется уже в первом члене разложения. 
Ответ: и? = [In (1)! Inr+..., 


© 
р. i У eau! 
u 1+(in 2) “+ ‘ u=u'. 
er 
12.20. Рассмотреть задачу 
1 l—e Е 
ab И a. = 
7 P= x тт», Оо: 


Показать, что 


УЕ а [+-п2+уше+ 


+0? 4 — +) +: VEETD + AtshVE] +o, 
rye 
Е = (1 — x)/e. 
12.21. Рассмотреть задачу 
ey” — yy’ — y= 0, у (0) =а, y (1) = B. 
Построить равномерно пригодное разложение первого порядка для случая 


12.22. Рассмотреть задачу 
ey" + yy’ — xy = 0, у (0) =а, у (1) = В. 
Построить равномерно пригодное разложение первого порядка для случая у == 
= 0 (1). 
12.23. Рассмотреть задачу 
ey” — ¥ = 0, у (0) =, y (1) = B. 


Построить равномерно пригодное разложенне первого порядка. 
12.24. Рассмотреть задачу 


ey” + (2х уу =0, у (0) = а, у (1) = В. 
Построить равномерно пригодное разложенне первого порядка. 


Глава 13 


ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


В этой главе мы займемся исследованием линейных дифферен- 
циальных уравнений с переменными коэффициентами следую- 


щего вида: 

y (2) =F (x)y(t) + h(x), (13.1) 
где уи h — вектор-столбцы с п компонентами, а F (x) — квадрат- 
ная матрица п-го порядка, составленная из переменных коэф- 
фициентов. При этом нас будут интересовать лишь решения од- 


нородной задачи 
У’ (x) = F (x) y (х), (13.2) 


поскольку, если они известны, для нахождения частного решения, 
а затем и общего решения исходной неоднородной задачи всегда 
можно воспользоваться методом вариации произвольных посто- 
янных. Действительно, пусть у, (Xx), Yo (х),..., Yn (x) — п линейно 
независимых векторных решений уравнения (13.2); тогда решение 
неоднородной задачи (13.1) можно представить в виде 


У (х) = са (x) Ya (x) + <» (х) уз (x) - Fen) ¥n (4), (13.3) 


где с» (x) — некоторые скалярные функции от x, подлежащие 
определению в дальнейшем. Дифференцируя выражение (13.3) 
по х, имеем 


У’ (х) = пу! + Caaf ++ Есаул + су - сз + ++ ЗЕ слуя. (13.4) 
Подстановка (13.4) в уравнение (13.1) дает 
Ciys + уз -b ++ + - слу + ду! + CoY2 + +++ + слу = 

= сиу + с»Руз + +++ + „Ву, В. (13.5) 


Поскольку yn = Fyn, соотношение (13.5) можно упростить: 


слуг + C2Y2 + +++ Е су, = В, (13.6) 


что дает нам систему из п линейных уравнений относительно п 
скалярных функций с„. Обозначив составляющие вектора Ym 
через у„,, равенство (13.6) можно переписать в виде 


Ус’ = В, (13.7) 
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где 
Уи У с. Ум : Cy 
tes с: 
у—| Ya 12 Yen и c= |. 
_ Yar Уна oes Ynn Ca 
Поскольку у1, Yo. ..., Yn Линейно независимы, матрица У оказы- 


вается невырожденной и будет иметь обратную матрицу, которую 
обозначим как У. Умножая уравнение (13.7) слева на Y~}, 
получаем соотношение 


“= Yh, (13.8) 
определяющее собой систему п независимых уравнений OTHOCH- 


тельно неизвестных Ст. Поскольку у и Н — известные функции, 
решение (13.8) может быть представлено в квадратурах 


c= | УК (x) h (x) ах. (13.9) 


Таким образом, если решения соответствующего (13.1) одно- 
родного уравнения известны, то частное решение уравнения (13.1) 
может быть найдено по формуле (13.9). Именно поэтому будем 
рассматривать только однородные уравнения вида (13.2). При 
этом сначала рассмотрим скалярные уравнения первого порядка, 
а затем перейдем к исследованию уравнений второго порядка. 


13.1. Скалярные уравнения первого порядка‘ 


Начнем со случая, когда y (x) и F (x) представляют собой ска- 
лярные функции, поскольку тогда точное решение уравнения 
(13.2) можно записать в виде 


усе" de, (13.10) 


где с — постоянная интегрирования, определяемая из начального 
условия. 

Если функция F (x) представима в виде ряда Тейлора, сходя- 
щегося при |x —%| < К, то говорят, что Xp есть обыкновенная 
точка данного дифференциального уравнения; в противном случае 
точка Xo называется особой. Кроме того, если считать переменную 
х комплексной, тогда Р (х) будет аналитической функцией, ре- 
гулярной в некоторой окрестности |х—ж| < Ю точки Xp. 

Если точка хо конечна, ее всегда можно перевести в начало 
координат, положив 

E=x—X. (13.11) 


Тогда уравнение (13.2) переписывается в виде 


BaF E+ My, (13.12) 
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причем функция Р (€ + x9) разлагается в ряд Тейлора, сходя- 
щийся для всех || < К. Таким образом, не уменьшая общности, 
можем считать, что интересующая нас точка является началом 
координат. 

В случае если ряд 


Fi) = BF, | (13.13) 


где F, — некоторые постоянные коэффициенты, сходится при 
|x| <, решение (13.10) можно записать как 


y=cexp | (5 ra) “| = сехр [у F, | x" ax| , 


bed 1 
py fae | (13.14) 


n=0 


или 


Заметим, что ряд под знаком экспоненты сходится, так как 


Fax т 
———_“4_—__ |= x lim 
(n + 1) Ри" п-+ 


x 
=, 
(13.15) 


а ряд (13.13) по условию представляет собой сходящийся ряд с 
радиусом сходимости R. Поскольку функцию exp (г) всегда 
можно представить в виде ряда Тейлора, сходящегося при любых 
значениях 2, правая часть (13.14) также оказывается разложимой 
в ряд Тейлора, который будет сходиться при |x| < В. 

Если точка х = 0 представляет собой изолированную особую 
точку функции F (x), например полюс порядка М, то F(x) можно 
разложить в ряд Лорана вида 


F(x) =p У Fat”, (13.16) 


n=0 


п-й член 
(п— 1)-й член 


lim = 


noo 


Fer 


nb 


где F, — некоторые постоянные и Fy 0. Подстановка ряда 
(13.16) в формулу (13.10) дает 


y=cexp | (= Fx" ,) | сек [Br Jmvar|, 


+ Fyalnx+ Fyx + Prat +E Рьн + +]. (13.17) 
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В случае N =1 разложение (13.17) принимает вид 


y=cexp [Foinx + Fix +f Fy + 3 Виз + “| Е 
или 


у = схРь ехр [Fix + Бы +3 2 + ...]. (13.18) 


Если представить экспоненциальный член в виде ряда по’степе- 
ням х, то формулу (13.18) можно записать как 


у = ex? ых a,x", (13.19) 
n=0 
где а, — постоянные, He зависящие от х. В случае М = 2 разло- 
жение (13.17) принимает вид 


y=cexp [(—+2+ Fylnx + Fyx + > Fy? + В+ s+], 


или 
у — сх": exp (- =) exp [Fat Fx? 4p Ра + .. :] . (13.20) 


Член exp (— F,/x) нельзя представить в виде ряда по степеням x 
или x71, поскольку при x — 0 эта функция стремится к нулю 
быстрее, чем любая степень x, если Fo > 0, или к бесконечности 
быстрее, чем любая степень x1, если Fy < 0. В то же время вторую 
экспоненту в (13.20) можно представить в виде ряда по степеням 
х, так что разложение (13.20) переписывается как 


a ‘ 
y=cxPie- Fox У) a,x", (13.21) 
n=0 
где постоянные коэффициенты a, не зависят от х. Аналогичным 
образом можно переписать разложение (13.17) в случае М > 2: 


Fe F „Ема о. 
у = сх” М-1ехр [- Е Lin oe ee ‘ pie Sia, 


(13.22) 


где а„ — постоянные коэффициенты, He зависящие OT х. 
Сравнение формул (13.19), (13.21) и (13.22) показывает, что 
полюс первого порядка всегда можно отличить от полюсов бо- 
лее высокого порядка. Действительно, в случае простого полюса 
решение (13.19) отличается от решения в обыкновенной точке 
множителем х”. Если же полюс имеет более высокий порядок, 
чем первый, то соответствующая форма решения будет отличаться 
от представления решения в обыкновенной точке на экепоненци- 
альный множитель, который нельзя разложить в ряд по степеням 
х, и, кроме того, на множитель х°, где о — некоторая постоянная. 
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Отметим, что в случае N = | рассматриваемая точка, т. е. на- 
чало координат, называется регулярной особой точкой, а в случае 
N = 2 —иррегулярной особой точкой. 

Отметим также, что полученные выше представления решений 
не меняют своего вида и в случае, когда у есть вектор-столбец, 
а F — квадратная матрица n-ro порядка. 


13.2. Уравнения второго порядка 
Рассмотрим теперь решения уравнения 
y+ p(y +9 у=0 (13.23) 


вблизи начала координат. Если р (x) и 9 (х) являются аналити- 
ческими функциями, регулярными в окрестности х = 0, то точка 
х=0 называется обыкновенной точкой данного дифференциального 
уравнения. В этом случае функции р (x) и g (x) разлагаются в 
сходящиеся степенные ряды с ненулевым радиусом сходимости, 
причем решение у также можно представить в виде сходящегося 
степенного ряда по степеням переменной х. В случае если одна 
из функций р (x) и 9 (x) или обе они одновременно оказываются 
нерегулярными в начале координат, тогда точка х = 0 называ- 
ется особой точкой исходного дифференциального уравнения. Если 
р (x) имеет в этой точке полюс максимум первого порядка, а 
4 (x) — полюс второго порядка, тогда точка x = 0 называется 
регулярной особой точкой. При этом по крайней мере одно из 
решений уравнения (13.23) имеет вид (13.19). Если р (x) имеет 
в точке х = 0 полюс порядка выше, чем первого, или 4 (х) имеет 
в этой точке полюс выше второго порядка, или это имеет место 
одновременно, тогда”точка x = 0 называется иррегулярной oco- 
бой точкой, и по крайней мере одно из решений уравнения (13.23) 
имеет вид (13.22). Покажем теперь, как строятся решения уравне- 
ния (13.23). Для уменьшения объема вычислений рассмотрим лишь 
несколько частных случаев, иллюстрирующих характерные свой- 
ства получаемых решений. В этом параграфе исследуем случай, 
когда начало координат представляет собой обыкновенную точку 
дифференциального уравнения. 
Обратимся, например, к уравнению 


уу + 2у = 0. (13.24) 


Здесь р (x) = хид (x) = 2, так что точка x = 0 являетея обыкно- 
венной точкой уравнения (13.24), и, значит, функцию у можно 
разложить в ряд Тейлора вида 


со 


у(х) = a,x". (13.25) 


a= 
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Дифференцируя (13.25) по х, имеем 


у (x)= x na,x"-!, (13.26) 


Дальнейшее дифференцирование (13.26) no x дает 
о 
у" (x)= Ути- IN a,x, (13.27) 
n=2 € 
поскольку члены, пропорциональные A) и а,, пропадают. Под- 
ставляя разложения (13.25)—(13.27) в исходное уравнение (13.24), 
имеем 
© оо co 
DY n(n — 2) вах"? У} пах" +2 Ур ах" =0. (13.28) 
n=2 n=0 n=0 
Следующий шаг заключается в TOM, чтобы приравнять коэффици- 
енты при одинаковых степенях х. Для этого сделаем замену 
индекса суммирования n таким образом, чтобы степени x под 
знаком каждой суммы оказались одинаковыми, а именно положим 
= m-+ 2 в первой сумме и п = т во второй и третьей суммах. 
В результате находим 


у (т + 2) (т + 1) ата Хх" + > татх" + 2 Хан i 0, 
m=0 msi m= 
или 
р [(m + 1) (+ 2) ата + (m+ 2) а] х"=0. — (13.29) 


Далее, приравняв нулю коэффициенты при х”, получим рекур- 
рентное соотношение вида 


Oma=— тт, m=0, Ь2,.... (13.30) 
При этом из (13.30) следует, что 
&=—  %=—9, ЦЕ =, 
4 _ 4 a [2 
Pee р р 


Таким образом, коэффициенты a, с четными и нечетными индек- 
сами оказываются не связанными друг с другом: все четные ко- 
эффициенты выражаются через dp, а все нечетные — через ay. 
В результате мы имеем два линейно независимых решения, в одно 
из которых входит множителем коэффициент Ay, а в другое — 
коэффициент a,. Следовательно, 


у (x) = ау (х) + аул (x), (13.31) 
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где 
= A xe 2 2 mien 
= рб +. = т 
(13.32) 
и 
3 5 7 ыы рт $ 
= +4 57 -эчЕ+ pate =i eg = 
(13.33) 


Ясно, что ряд в формуле (13.33) сходится, поскольку мы смогли 
записать его сумму в замкнутой форме. Применяя теперь признак 
Даламбера к ряду (13.32), имеем 


lim "АЙ член |; оо" mt" (2т— 2)! 
тв (т — 1)-Й член тью (2m)! (—2)"-1 (т — 1)12т-2 
р —2тх? . 1 
el iy ет 


т-+о 


и, следовательно, ряд (13.32) также сходится для всех значений 
х. Таким образом, общее решение уравнения (13.24) при любых 
значениях х дается формулой (13.31). 


13.3. Решение в окрестности регулярной особой точки 


В этом случае каждая из функций р (x) и 4 (x) или обе одно- 
временно имеют особенности в точке х = 0, но в то же время 
функции хр (x) и x°g (x) могут быть разложены в ряды Тейлора 
по степеням х. Простейшее уравнение такого типа имеет место 
в том случае, когда 

р (x) = pox? и q(x) = 4х *, 


Te ро И qo — постоянные величины. При этом уравнение (13.23) 
записывается как 


У +2y' +B y=0. (13.34) 


Это уравнение называется уравнением Эйлера; как показано ниже, 
можно легко построить его точное решение. 


Уравнение Эйлера 
Перепишем уравнение (13.34) в виде 
ху" + poxy’ + goy = 0. (13.35) 


Ясно, что данное уравнение принадлежит к классу так называе- 
мых однородных уравнений, каждый член которых содержит 
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х в той же степени, что и соответствующий порядок производной 
от у. Такие уравнения имеют решения вида 


y=, (13.36) 
где о — некоторая постоянная, которая называется обычно 


характеристическим показателем и определяется из самого 
уравнения. Подстановка (13.36) в (13.35) дает 


a (0 — 1) x? + pyax® + gor? = 0, 
или a+ (рю — а-+ 4 = 0. (13.37) 


Это уравнение принято называть определяющим уравнением; 
корнями его будут 


а, = (1 — ро) = [+а — Po)? —9}"”. (13.38) 


Если корни 04 и о; различны, то функции хб: и хбз представляют 
собой два линейно независимых решения исходного уравнения. 
Тогда общее решение уравнения (13.35) можно записать как 


у (х) == CX -|- сх, (13.39) 
где Cy и с, — произвольные постоянные. В случае если в; = в. == 
а: (1 — ро), т. е. при (1 — po)? = 44, описанный способ дает 
нам только одно из двух возможных линейно независимых ре- 
шений, а именно 

Ys (x) = x". 
Второе линейно независимое решение можно получить с помощью 
преобразования 

Yo (x) = и (зу, (x), 
где функция и (x) подлежит определению в дальнейшем. Подста- 
новка выражения для у: в (13.35) приводит к уравнению 

Жи" + wy 4+ Pye + роки’ + poruy: + gous = 0, 
которое после упрощения принимает вид 


yu" + (2х1 + рожи) и" =0, (13.40) 
поскольку у: является решением исходного уравнения (13.35). 
Соотношение (13.40) представляет собой уравнение первого по- 
рядка относительно функции и’. Таким образом, указанный под- 
ход является общим; он всегда позволяет найти еще одно линейно 
независимое решение произвольного уравнения второго порядка. 
Подстановка выражения для у, в уравнение (13.40) дает 


доц” + (204 + ро) хеш" —0, 
или хи" - и’ = 0. 
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Таким образом, 
и” 1 
+ =0, или Inu’ + Inx =0, 
1 
и, следовательно, и’ = =, или и= Inx. 


Окончательно имеем 
Yo (x) = x шх. (13.41) 
Решение (13.41) можно получить и другим способом. Так, 
полагая в уравнении (13.35) у = х°, имеем при oy = ©. 


xy" + poxy’ + doy = 0? + (Po — По + go) x° = (6 — 01} x°. (13.42) 
Дифференцирование (13.42) по с дает 
42 / 4, а [д д. 
Я (SE) + pox Fe (FE) + 40H = 20—01) + (ву хепх. 
(13.43) 
Полагая теперь o = о: в (13.42) и (13.43), мы видим, что функции 
у и Oy/do должны удовлетворять исходному дифференциальному 


уравнению при в = oy. Следовательно, одним из решений ис- 
ходного уравнения будет функция у: = X%, а вторым — функция 


д! д 
th =H тои =H мя 


в полном соответствии с формулой (13.41). 

Приведенный пример показывает, что случай одинаковых 
показателей требует специального рассмотрения. Как показано 
ниже, такое рассмотрение может потребоваться даже тогда, когда 
0: и оз различны, но их разность равна некоторому целому числу. 

Перейдем теперь к рассмотрению уравнений более общих, 
чем уравнение Эйлера, причем мы начнем со случая неравных 
показателей, разность между которыми не есть целое число. 

Случай, когда в: — 0, целому числу 

Рассмотрим уравнение 

4ху" + 2y'+y=0. (13.44) 

1 1 
Здесь р (x) = > хи 9(х) = = x1, и, следовательно, x = 0 
есть регулярная особая точка этого уравнения. Поэтому уравнение 
(13.44) обладает решениями в так называемой форме Фробениуса 


у= 5 У a,x" = У a,x", (13.45) 
a=0 n=0 
Подстановка (13.45) в уравнение (13.44) дает 


4 Зоя a,x 42 Зо дари + 


+ У a," =0. (13.46) 
п=0 
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Главные члены первых двух сумм в (13.46) пропорциональны 
х—!, тогда как главный член в последней сумме оказывается про- 
порциональным хо. Поэтому основное соотношение, определяющее 
вид характеристических показателей, можно получить, положив 
коэффициент при x°—! равным нулю, т.е. 

40 (© — 1) а + 20a = 0. (13.47) 


Тогда соотношение (13.46) принимает вид 


$ 2(0 + п) (20 + 2n — 1) а,хо +" + у в, = 0. 


n=0 


Показатели степени х в каждой сумме можно сделать одинаковыми, 
полагая п = т- 1 в первой сумме и п = т — во второй. В 
результате имеем уравнение 


РУ [2(6 + m+ 1) (20 + 2т + 1) ата + ат] х°*" = 0, 


из которого, последовательно приравнивая нулю коэффициенты 
при x°+", можно получить рекуррентное соотношение 
SS ЗН 
Amst = — Top mE) (op amp)" (13.48) 
При этом из формулы (13.47) следует, что либо а, = 0 (что со- 
ответствует тривиальному решению), либо 
40? — 40 + 20 = 0, 
откуда 9=0 и ©=-. 
В данном случае показатели о; и о, не равны друг другу, а их 
разность равна + т. е. отлична от целого числа. Поэтому можно 


построить два линейно независимых решения, соответствующие 
разным значениям о. 
Так, полагая в формуле (13.48) o = 0, находим 


@т 


Imei = — Fim +1) Qm +1)’ 
откуда 
i Bo! pe ean eg ec 1 a I Р-Н В 
A= QV = Fess? STs TO Se 
Следовательно, выбирая @ = 1, имеем 
2 x8 xt — 1)" x” 
пеар = oS (13) 
m=0 
Этот ряд сходится при всех x, поскольку 
т-й член gs (— 1) x" (2m — 2)! =e 


lim ——_—_—__ = 
mie т — П-Й член — иль (2т) 1 (—1y""! т! 
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Полагая теперь в формуле (13.48) o = + получаем 


а 


ао. АЕ 
eh 2(m +1) (2m +3)’ 
откуда 
Ш _% — а. 40 кн eee. 
1—=—5.35) B=“ Foe -5 % Lag et 
Следовательно, выбирая @ = 1, имеем 
ых. x x2 хз xa лая с (—1)" x" 
w= (lata H+ at) =? Viger 
m=0 
(13.50) 


Легко показать, что построенный ряд сходится при любых зна- 

чениях х. Таким образом, в данном случае как и для уравнения 

Эйлера; мы получим два линейно независимых частных решения, 

соответствующие разным корням характеристического уравнения. 
Случай, когда 0,—0, равно целому числу 


Рассмотрим здесь два уравнения: решение одного из них мы 
получим, используя описанный выше способ, решения же второго 
получаются в результате некоторого видоизменения указанной 
процедуры. Начнем с уравнения 


(1 — x*) у’ 4+ 2ху +у=0. (13.51) 


Действуя как и ранее, будем искать решение y (x) в форме (13.45) 
Подставляя (13.45) в уравнение (13.51), имеем 


(1 — x?) Yotnotn— 1) a,xo*n-2 + 


+2 DAG +n) qx" + У} a,x" = 0, 
п n=O 
или 


XD +0) (6 +0 — Пао + 


a=0 
+ ХИ + и) — опа" =0. (13.52) 


Главными членами в разложении (13.52) являются члены с x°-2 и 

хб-!; они соответствуют значениям индекса n=0 wu n=1 B 

первой сумме. Приравнивая нулю коэффициенты при указанных 
степенях x, находим 

‘o(o—l)aq =0, (13.53) 

(o + 1) ва; = 0. (13.54) 
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Тогда (13.52) переписывается в виде 


zy (o+n)(+n—1)a,xo"-2 + 
n=2 


so} 
+ BU +3 + и) — +n} a,x" = 0. 


Как и ранее, приведем показатели степени при x в обеих суммах 
к одинаковому виду; с этой целью положим п = т - 2 в первой 
сумме и п = т во второй сумме. В результате получим 


ot 
Bot m+ 2) +m + Пан + 
+[1+3(6+ m)—(o + т] ат} хб+т = 0. 


Далее, приравнивая нулю коэффициенты при последовательных 
степенях х, находим 
Ш __ 143 (9+ т) — (о +m)? 
туз — — отит орт ly om (13.55) 


Из соотношения (13 53) следует, что при a 5= 0 в =0 или 
0 =1. В случае когда о =0, уравнение (13.54) удовлетворя- 
ется автоматически, а значение а, может быть выбрано произ- 
sone Если же ов = 1, то из соотношения (13.54) следует, что 
а, = 


При в = 0 формула (13.65) принимает вид 


coum — EERE On 
откуда 
$, 4-4 =, 4-4 


«=—4%, “«=—2%=4, а = 3% = HR, seer 
Следовательно, получаем решение 
уфа [1-44-44 +..:]+ 
+a[x-F+ 5+ Hts]; (13.56) 


которое содержит две произвольные постоянные и которое поэ- 
тому должно быть общим решением исходного уравнения. При 
этом суммы в квадратных скобках представляют собой два ли- 
нейно независимых частных решения уравнения (13.51). Исполь- 
зуя признак Даламбера, легко, показать, что оба ряда в решении 
(13.56) сходятся при любых значениях х. 
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При o =1 из соотношения (13.54) следует, что a, = 0, a 
миа (13.55) принимает вид 


13 (m+ 0 —(m+ 1)? 


Ames = — “Tn (m+ 3) 
Тогда 
Oy = а = а1= +. == Ogi = +. == 0, 
poe eR И — Заа _ 3%. 
B=— Zr U=— BQ =F? %~= TF = 560, 


B результате имеем разложение 


3x8 --], 


y=aox [1-5 + 0 + 550 + А 


лишь постоянным множителем отличающееся от второго част- 
ного решения в разложении (13.56), которое, как уже упоминалось 
выше, дает общее решение уравнения (13.51). 

Перейдем теперь к исследованию случая, в котором требуется 
несколько видоизменить описанную выше процедуру, а именно 
рассмотрим уравнение Бесселя первого порядка 


xty" + xy’ + (x? —1)y =0. (13.58) 
Как и ранее, подстановка разложения (13.45) в уравнение (13.58) 
приводит к соотношению 


Хе") (@+пт— Па," + Хоа + 
+ (x2 — Зам 0, 
которое можно переписать в виде’ 


Зе" - I] age" + 3 a, x00" me 0, 


или 


(0? = Nese ote Basen +B К +n)? — Пазхо*" + 
+ by a,x0*742 — 0. (13.59) 


Полагая коэффициенты при главных членах разложения, т. е. 
членах с хи хоч в (13.59), равными нулю, имеем 
(0? — 1) a = (5 —1)(6 + 1) m =0, (13.60a) 
Io + 1)?9—1]la,=o(6+2)a,=0. (13.606) 
При этом соотношение (13.59) принимает вид 


Blo + ap — Mayer + В алия —0. _ (13.61) 
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Для того чтобы привести показатели степени х в каждой сумме 
к одинаковому виду, положим п = т - 2 в первой сумме и п = 
= т — во второй. В результате получим 


РУ С +m-+ 2)? —W@my2 + ат} х9+т+2 — 0. 


Приравнивание коэффициентов при последовательных степенях 
х приводит к рекуррентному соотношению 


eS ВНЕ am 
Ima = — ориг = Ориона ° (13.62) 


Из формулы (13.60а) следует, что при ay 1 показатель 
со равен + 1. Тогда из (13.606) находим, что а, = 0 и, следо- 
вательно, аз = A, = а; =... =Qonyy = ... = 0. Полагая в (13.62) 
о = —1, имеем 


Amys т. (13.63) 


Если положить теперь в формуле (13.63) т = 0, то коэффи- 
циент а, оказывается равным бесконечности. Таким образом, 
описанная выше метвдика не позволяет получить решение при 
o=-—l. 

В случае когда о = 1, из рекуррентной формулы (13.62) 
следует, что 

= @т 
mea Ga $2) (mt + 4) 
Tlostomy 


a, = — SS = — 
er rare 
и, следовательно, 


2 
93 (%) = Ji (x) = aor [1 — a Че энев+ vee], 


(13.64) 


Построенный ряд представляет собой одно из решений урав- 


нения (13.58); при %=-—- он обычно называется функцией 


Бесселя 1-го рода первого порядка и обозначается через J, (x). 

Для того чтобы найти второе линейно независимое решение 
уравнения (13.58), можно воспользоваться одним из приемов, 
применявшихся для построения второго решения уравнения Эй- 
лера в случае равных показателей, т. е. равных корней определяю- 
щего уравнения. Здесь мы используем второй из описанных там 


“19.3. Регулярная особая точка 359 


способов, а именно выразим коэффициенты а», через Ay, не подстав- 
ляя соответствующее значение ©. Тогда из формулы (13.62) имеем 


a 


4: — ПЭ’ 
ЕЯ р 
4 (6+3) (6 +5) (9+1) (0 + 3)? (6 +5) ' 
г ан ааа 
“ = оо) ООО +395 0+7 
и, следовательно, 
а о 
= [a СПЕ) + +305 
а О би но 
СЕРЫ ЕТВЕНИ+ *' "|. (13.65) 
Как и ранее, если положить в разложении (13.65) в = —1, то 


соответствующие коэффициенты обратятся в бесконечность ввиду 
наличия в их знаменателях множителя (с + 1). Для того чтобы 
обойти это затруднение, выберем а, равным b (с + 1). При этом 
из разложения (13.65) имеем 


x? xt 
=m [О-о SEH ETD — 


xe 
ебет + ‘``, (13.66) 


откуда после подстановки в дифференциальное уравнение (13.58) 
находим 


xy” + ху + (x — 1) y = 6 (6 + 1)? (6 — 0х. (13.67) 


С другой стороны, уравнение (13.67) можно получить прямо из 
формулы (13.59), полагая в ней а, = 6 (с + 1), а, = On учитывая 
соотношение (13.61). Как и для уравнения Эйлера в случае рав- 
ных корней определяющего уравнения, наличие квадратичного 
множителя (с + 1)? в правой части (13.67) приводит к тому, что 
функции у и Oy/do должны удовлетворять исходному дифферен- 
циальному уравнению при с = —1. Полагая теперь в (13.66) 
o = —1 и принимая b= 1, приходим к разложению 


w= [—-34 yp —aing +. |, (3868а) 


которое лишь постоянным множителем отличается от (13.64). 
Далее, дифференцируя (13.66) по o и полагая $ =1, имеем 


Oi 2 
nae их {1 Е 


2 1 
= СЗ + ara + }. 
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откуда, полагая в = —!, находим 
2 
вит [1+ — eee tee]. (13.686) 


Таким образом, разложения (13.64) и (13.686) представляют собой 
два линейно независимых решения уравнения (13.58). Используя 
признак Даламбера, можно легко показать, что построенные для 
и и у» ряды сходятся при любых значениях x. 

Случай_в: = 04 

В качестве следующего примера рассмотрим уравнение Бес- 
селя нулевого порядка 


xy’ ty’ +x =0. (13.69) 


Как и ранее, подставляя разложение (13.45) в уравнение (13.69), 
имеем 


¥ (ot) (otn— ager +B (etn) agree + 


+: У a,xo*"+! — 0, 
n=0 
ИЛИ 
со oo 
У (e+ )Paqxee! + У, ахти = 0, 
n=0 n=0 
ИЛИ 


о?ацхо-! + (© + 1)? ayx? + Xe + п} a,x! 4S) a,x0*n+1 — 0. (13.70) 
nz n=0 


Приравнивая нулю коэффициенты при первых двух степенях x, 
т.е. при x°-! и x°, находим 
oa, = 0; (13.71а) 
(а + 1] а, = 0. (13.716) 
Соотношение (13.70) в этом случае переписывается в виде 


У (еп) а,хо +1 -- У) авхеч = 0, (13.72) 
n=2 n=0 
откуда, полагая п = т + 2 в первой сумме ил = т — во второй, 
получаем 
У ю-т- 2) ан» + аи] хоч" = 0, 
m=0 


Приравнивание коэффициентов при последовательных степенях 
х приводит к рекуррентной формуле 


an 
ата = — opm Ear: (13.73) 
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Из соотношения (13.71а) следует, что при a) = 0 оба характе- 
ристических показателя равны нулю; при этом из (13.716) получаем, 
что а; = 0. Следовательно, используя прямую ‘методику Фро- 
бениуса, можно построить только одно решение уравнения (13.69). 
Поэтому прежде всего попытаемся найти зависимость решения 
у от величины в. Из формулы (13.73) имеем 

Qs = @ = а) ==... == аа == ++. = 0 
и 
ее. aL: See Go 
—_ (+4)? — (642) (0 +47 7° °°" 


Qo 
(+97 “= 


Таким образом, получаем 
— ах |1 — 2 xs И 
y= ax? [1 — от + eRe 
xt 
-sayerrere ts]: ao 
Подстановка разложения (13.74) в уравнение (13.69) дает 
ху’ | у’ + ху = 0х9. (13.75) 
С другой стороны, уравнение (13.75) можно получить из (13.70), 
полагая a, = 0 и используя соотношение (13.72). Как и ранее, 
наличие квадратичного множителя 0? в правой части (13.75) 
приводит к тому, что функции у и ду/до должны удовлетворять 
исходному дифференциальному уравнению при o = 0. 
Полагая теперь в (13.74) o = 0 и выбирая ay = 1, приходим 
к решению следующего вида: 
2 4 
n()=()=1- 34 — ака + see. (13.76) 


Далее, дифференцируя (13.74) по в и принимая a, = 1, получаем 
д: 2x2 
>= =ylnx 28 (eae — 
2 2 
- [wares + от“ +}, 
откуда при о = 0 находим второе решение исходного уравнения 


в (x)= (2) Ine — e+ nea nel, 


Воспользовавшись признаком Даламбера, можно легко показать, 
что ряды для у: и у» сходятся при всех значениях x. 


13.4. Сингулярность в бесконечно удаленной точке 


В $ 13.2 и 13.3 мы строили решения дифференциальных урав- 
нений в виде рядов в окрестности некоторой конечной точки. 
В этом параграфе мы рассмотрим решения в окрестности беско- 
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нечно удаленной точки. Для того чтобы выяснить, является ли 
бесконечность обыкновенной или особой точкой данного урав- 
нения, а также выяснить характер ее особенности, бесконечно 
удаленную точку обычно переводят в начало координат с помощью 
подстановки г = x"). При этом 


4d _. ии 
dx dz dx ee ae dz’ 
a 2 d 1 * a 
dx? № dz + == а == = 228 = a +H dz * 


Тогда уравнение (13.23) переписывается в виде 


ау a x3 ay 
ot Et р (+) Se +9 (+-) 9—6, 
или ‘ ' р 
1 di 1 
“et [р-р (=)] ш+ч(т)9=0. (1879) 
Таким образом, х = со будет обыкновенной точкой уравнения 
(13.23), если точка 2 = 0 будет обыкновенной точкой для уравне- 


ния (13.78). Следовательно, бесконечно удаленная точка будет 
обыкновенной точкой для уравнения (13.23), если функции 


2 1 1 1 1 

+-=?Р (+) и 9 (=) 
представляют собой аналитические функции, регулярные в OK- 
рестности точки 2 = 0; в противном случае бесконечно удаленная 


точка будет особой точкой исходного уравнения. Указанные ус- 
ловия равносильны требованию, чтобы функции 


2х — p(x) и xq (x) 
разлагались в сходящиеся ряды Тейлора по обратным сте- 


пеням х. 
В качестве примера рассмотрим уравнение 


” 2 3 , 1 2 
и (++ (+) y=0. (13.79) 
Подстановка z= x? переводит его в уравнение 
d2 
чи -— 4 e+ ly= 0. (13.80) 


Поскольку точка г = 0 является обыкновенной точкой для ypaB- 
нения (13.80), то бесконечно удаленная точка также будет обы- 
кновенной точкой для уравнения (13.79). Следовательно, решения 
уравнения (13.79) могут быть представлены в виде сходящегося 


ряда 
а, 
у=\ => (13.81) 
> 


где а, — некоторые постоянные коэффициенты. 
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В качестве второго примера рассмотрим уравнение 


; г, BN T4229 
у + (++) + (=+=) у=0. (13.82) 
После преобразования 2 = х` оно принимает вид 
a, 1 а 1 . | 
ая + (1-3) ж+(++2)9=0. — (3.83) 


Поскольку 2 = 0 есть регулярная особая точка уравнения (13.83), 
то бесконечность будет регулярной особой точкой для уравнения 
(13.82). Следовательно, по крайней мере одно из решений урав- 
нения (13.82) можно представить в виде сходящегося ряда 

А 


y= № mL (13.84) 
n=0 
с постоянными коэффициентами а„. Второе частное решение этого 
уравнения строится с помощью формулы (13.84), как это делалось, 
например, в предыдущем параграфе. 
В качестве последнего примера исследуем уравнение Бесселя 
нулевого порядка 


ху" у’ + ху = 0. (13.85) 
После подстановки 2 = x71 оно приобретает вид 
4? 1 di 1 
РЕ dyno, (13.86) 


Поскольку 2 = 0 есть иррегулярная особая точка уравнения 
(13.86), то бесконечность также будет иррегулярной особой точ- 
кой уравнения (13.85). Приближенные представления решений 
дифференциальных уравнений второго порядка вблизи иррегу- 
лярной особой точки рассмотрим в следующем параграфе. 


13.5. Решение в окрестности иррегулярной 
особой точки 


Как указывалось в $ 13.1, если начало координат есть ирре- 
гулярная особая точка уравнения (13.23), то решения этого урав- 
нения имеют вид у 

y (x) = eA @®хои (x), (13.87) 
где функция и (x) может быть представлена в виде ряда (не обя- 
зательно сходящегося) по степеням х”/", A (x) — некоторый 
полином от х-"/", а ти п — простые числа. В случае п = | та- 
кое решение называется нормальным, если же п = 1, то оно на- 
зывается субнормальным решением. В этом параграфе мы рас- 
смотрим три примера — уравнение, для которого существует 
нормальное решение, уравнение, для которого имеется субнор- 


мальное решение, и уравнение с иррегулярной особой точкой на 
бесконечности. 
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Пример 1. В качестве первого примера рассмотрим уравнение 

xy” — (lL — зу +у=0, (13.88) 

которое, как мы покажем ниже, обладает нормальным решением 

вблизи начала координат, являющегося в этом случае иррегу- 

лярной особой точкой. Для того чтобы определить вид много- 

члена Л (х), прежде всего найдем его главный член. Принимая, 
что главный член в Л (x) имеем форму Ах”, положим 


у ах”. (13.89) 
Тогда 
, Av x . dav? Av (v + 1) ых 
ить У ~ |r ae". (13.90) 


Подставив выражения для у, у’и у” в уравнение (13.88) и раз- 
делив на х”, получим 


Ау № (v + 1) Aw 3Av 1 

gar + et er er tor te = 0. (13.91) 
Поскольку при x+0 x2 D> xv? и x3 D> x-v2, TO, 
сохраняя в (13.91) лишь основные члены, находим 


aay ay 1 
spat Рив Рф. =0. (13.92) 
Далее нужно приравнять соответствующие показатели степени 


У переменной х. Поскольку эти показатели степени зависят от 
величины V, то здесь возможны три варианта: 


w+t2=v+3, № +2=2 и v+3= 2; 


соответственно получаем три значения %: м = 1, v=Onv=—I. 
Однако из этих значений нужно выбрать лишь самое большее, 
поскольку в противном случае мы не сумеем скомпенсировать 
главный член в (13.92). Например, если выбрать значение м = 0, 
то первый член этого разложения будет иметь порядок х“*, вто- 
рой член — порядок х? и третий — порядок х?. Следовательно, 
мы не сможем подобрать величину A таким образом, чтобы исклю- 
чить главный член, которым в этом случае окажется второе сла- 
гаемое в разложении (13.92). В случае же у = —1 многочлен 
Л (*)>0 при х->0, и поэтому функция exp [A (х)] будет 
представима рядом по степеням х, что позволит объединить ее 
с функцией и (x). 

В то же время в случае у = 1 главными членами разложения 
(13.92) окажутся первые два слагаемых. Их можно скомпенсиро- 
вать, положив 


My? № =0, или + А =0, 
откуда А = 0 или —1. 
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В случае А =0, подставляя ряд 
у(х) = У a,xe (13.93) 
n=O 
в уравнение (13.88), получаем 


Хо ба," — (1-30) Я ода + 


n=0 


+ У A, X94" = 0, 
n=0 
или 
Do tat 1]? a,x" — У} (в п) ах" =0. (13.94) 
n=0 a=0 
При этом главный член в (13.94) оказывается пропорциональным 
x°-!, что соответствует слагаемому с индексом п = 0 во второй 


сумме. Если положить коэффициент при хб-! равным нулю, TO 
имеем 


oa, = 0, (13.95) 
и разложение (13.94) приобретает вид 

Хоа Пе — Зо пах" = 0. 

п: n=! 


Отсюда, полагая п = т в первой сумме ип = m-+ | — во вто- 
рой сумме, находим 


ют VP an фот ан "= 0. 


Приравнивая нулю коэффициенты при последовательных степе- 
нях х, получаем 
ата = (0 + m + ам. (13.96) 
Из формулы (13.95) следует, что при ay == 00 = 0. Тогда из (13.96) 
получаем 
ат: = (т мы 1) am, 
и, следовательно, 
a=, а: = 2a, = 2a, аз = 3a, = 3! ap, 
а = 4a, = 41 a, ав = ба: = 51а, .. 


ИЛИ 


у (х) = ay [1 + x + 212 - 318+ 4144514 ...]. 
Таким образом, имеем 


и (х) ~ a У mix. (13.97) 
m=0 5 
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Используя признак Даламбера, легко показать, что ряд (13.97) 
расходится для всех значений х; именно поэтому мы воспользо- 
вались вместо знака равенства знаком асимптотического соот- 
ветствия. То, что построенный ряд оказался расходящимся, 
не должно являться для нас неожиданным — ведь начало коор- 
динат представляет собой иррегулярную особую точку рассмат- 
риваемого уравнения. 
случае 4 = —1 положим 


И) =0(x)exp(—Z), (13.98) 


ен) (1) 
ии — Zot о) р (—+). 


Подставляя выражения для у, y’ uy” в уравнение (13.88), имеем 


откуда 


хо" + Qu’ —f04 40-0 — seu + Bx’ + Зо-о=0, 
или 
жи" + (14+ 3x0" + (1 ++) o=0. (13.99) 
Поскольку экспоненциальный множитель exp [A (х)] уже вклю- 


чен нами в выражение (13.98) для y (x), будем искать решение 
v(x) в форме Фробениуса 


v(x) = У a,x", (13.100) 
n=0 
Подстановка ряда (13.100) в уравнение (13.99) дает 


PRG + п) (© +n — l)a,xo" + Ze + п) а хо+"-1 -- 


+3» (6 +n) ах" + У) анхочи-и + У} a,xo*" = 0, 
n=0 n=0 n=0 

или 

Хх tat lax! + У (еп 1 a,x" = 0. (13.101) 

n= n=0 
Полагая главный член в (13.101) равным нулю, находим 

(o + l)a =0. (13.102) 

При этом (13.101) принимает вид 


Yotat Пао У (ont але" 0, 
n=0 


n=1 
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откуда, полагая п = т + | в первой сумме и n = т — во BTO- 
рой сумме, имеем 


У ют 2) ams + (6 + т Пан хе" = 0. 

m= 

Наконец, приравнивая нулю коэффициенты при последователь- 
ных степенях x, получаем 


1)2 
Gage eet am: (13.103) 


Из соотношения (13.102) следует, что в случае а, 520 в = 
= —1; тогда из формулы (13.103) находим 


т? 
Ome — и Г Ams 
откуда а: = а» = а; =... = An = О для т SO, и, следовательно, 


ряд (13.100) обрывается на первом члене. Таким образом, если 
принять а = 1, имеем окончательно 


yo (x) = хр (-+). (13.104) 


При этом, поскольку экспонента в формуле (13.104) включает 
в себя обратные степени х, функция у» (х) есть нормальное ре- 
шение исходного уравнения. 

Пример 2. В качестве следующего примера рассмотрим урав- 
нение, обладающее субнормальными решениями вблизи начала 
координат, а именно уравнение mu 


x8y" — му —y = 0. (13.105) 


Поскольку точка x = 0 является иррегулярной особой точкой, 
то решения уравнения (13.105) будут иметь вид (13.87). Для того 
чтобы определить явным образом функцию A (x), предположим, 
что главный член решения имеет форму (13.89). Подстановка 
выражений (13.89) и (13.90) в уравнение (13.105) приводит к 
соотношению 


о et | GAIT 


основными членами которого являются первое слагаемое и, 
возможно, последнее. Чтобы скомпенсировать эти члены, потребуем 


выполнения условий Vv = + и A%? = 1. Тем самым А = +2, 


и, принимая в (13.106) v = > мы лишь подтверждаем предпо- 


ложение о том, что основными членами в этом соотношении яв- 
ляются первый и последний. 
Итак, в данном случае решение у имеет вид 


y = e222 9 (x), (13.107) 
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Поскольку экспонента в формуле (13.107) включает в себя дроб- 
ные обратные степени х, такое решение называется субнормальным 
решением. При этом из (13.107) следует, что 


у = (9х3) exp (+2х-!/2), 
у = (v"  2x3/20' 4 x30 + хто) ехр (+2x-!/2), 
Подставляя выражения для у, у’, у” в уравнение (13.105), получаем 


xo" F То +0 2 xy — Po" + о v= 0, 


или д" — (2) +S ло 0. (13.108) 


Далее, будем искать решение уравнения (13.108) в виде ряда по 
степеням x!/2, т. е. 


o~ У а,х(9+т т, (13.109) 
n=0 
Подстановка этого разложения в (13.108) дает 


со со 


M+ (o +n) (6 +n — 2agx(ore+2/2 — bo + 4+ n)ayx(ornd2)2=E 


n=0 n=0 


co oo 
2 У + (оп) ао +. + ¥ aqx(O+n+N/2 — 0, 


или n=0 n=0 


bi + +n) (© +n — 4) a,x(otnt9/2 4 


n= 


+¥ (44-FoFn) actor =0. (13.110) 
n=0 


Главный член в разложении (13.110) представляет собой слагае- 
мое, пропорциональное х(°+1)/2?, что соответствует члену с ин- 
дексом п = 0 во второй сумме. Приравнивая этот член нулю, 


находим ; 
(+4 Fe) a=0. (13.111) 
Далее, полагая п = т в первой сумме ип = m+ | — Bo второй 
сумме, перепишем разложение (13.110) в виде 
Г 
У [тете + m—4)an + 


m=0 


4 (++ EoEmME 1) anes} хот? — 0, 
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Приравнивание нулю коэффициентов при последовательных сте- 
пенях х дает рекуррентную формулу 


(o + т) (o + m—4) 
(Е Fo ms1) 


Gna = — 


а». (13.112) 


Из соотношения (13.111) следует, что при а, #0 =>. 
Тогда формула (13.112) принимает вид 
(=+-4) (#2) 
Ome = = Чт ат, (13.113) 
3.5 7.1 3.5.7 
откуда @ = F FEM, a =F aE a= FET 4, 


3 31.5-7.9- 
a= + 6.4 = ед 4... 


и, следовательно, 


-1/2 3.5x!/2 3-5-7x 
и (x) ~ e* msi] = + See + 


3-5-7-9x5/?  32.5.7.9.11х2 
и... |, (13.114) 


= 3.5/2 3.5.7 
пен [| SEE STE 


5-7-9x3/2 .5.7.9.112 
—- eat a aT at ]. eet) 


Используя признак Даламбера для ряда (13.109), в соответствии 
с рекуррентным соотношением (13.113) получаем 


(m+ 1-й член jin атах(6+т+/2 


lim т-й член атх(б-+т)/2 


mre 


= x1/2 lim 2+) — оо, 
am 


m+oo moo 


Таким образом, ряды (13.114) и (13.115) являются асимптоти- 
ческими, в связи с чем мы воспользовались в них не знаком 
равенства, а знаком асимптотического соответствия. 

Пример 3. В качестве последнего примера рассмотрим построе- 
ние приближенного решения для уравнения Бесселя нулевого 
порядка 


ху" у +xy=0 (13.116) 
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при больших x. Как было показано в $ 13.4, точка x = со явля- 
ется для этого уравнения иррегулярной особой точкой. Поэтому 
решение уравнения (13.116) при больших х имеет вид 


y (x) ~ ed би (x), (13.117) 


где A (x) — полином от х”/" (т, п — простые числа), a функция 
и (x) может быть представлена рядом по обратным степеням х”/”. 

Для того чтобы определить вид функции Л (x), предположим, 
что главный член (13.117) можно представить в форме 


yr’, (13.118) 
Тогда | 
у ~ мех, y” 2 Aw (v — Пе", 
и подстановка выражений для у, у’и у" в уравнение (13.116) дает 
АР (у — 1) x9! хх... =0. (13.119) 


При x > со основными членами в (13.119) будут первое и послед- 
нее слагаемое, причем для того, чтобы они скомпенсировали друг 
друга, необходимо выбрать 


= 1 и A= +. (13.120) 

В случае ^ = положим 
y =e! v(x) 
и, подставив в уравнение (13.116), получим 
x (v" + жи —v) + v' + iv + xv = 0, 
или xo" + (2ix + 1) 0' + iv =0. (13.121) 
Будем теперь искать решение уравнения (13.121) в форме 
v~ Ya,x--", (13.122) 
n=0 

что при подстановке в это уравнение дает 


со © 


У (+2) еп Панх-9-"! — 2 У (о 2) gx" — 


n=0 n=0 
— DY (o+n)a,x-98-"—!' + i У а,х-9—" =0, 
n=0 n=0 
ИЛИ 
xe пах" i ха — 20 — 2n) a,x-9—" = 0. (13.123) 


Главный член в этом разложении пропорционален х-5; он соответ- 
ствует индексу п = 0 во второй сумме. Приравнивая этот член 


нулю, получаем 
(1 — 20) a = 0. (13.124) 
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Далее, полагая п = т в первой сумме ил = т + 1 — во второй 
сумме, перепишем разложение (13.123) в виде 


$ [(6 + т)? ap — (20 + 2m + 1) ат] х— 9" =0. 


Положив коэффициент при соответствующей степени х равным 
нулю, находим 


ей i(o +m)? 
Gna = — 59 рот 1 Im (13.125) 


Из соотношения (13.124) следует, что при a #006 = > B pe- 
зультате рекуррентная формула (13.125) приведется к виду 


i (m+) 


Чт = — Simpy om 
откуда 
ia За 1-32a, 
ae ет миг or) 
_ 54а _ 1.38.55 a, = 78 _ 1-98-57 
= “Far PST a= — a4 > eat 
Таким образом, 
Е er 1.32 1-32-52, 
ук) =" к" (1 Я! ная вай 


ЕЕ -++] при x00. (13.126) 


Поскольку отношение двух последовательных членов этого раз- 
ложения 
i (2m +1)? 


тер; при m-+oo, 


то ряд в (13.126) расходится при любых значениях х. Однако 
при больших х он все же представляет собой асимптотическое 
разложение решения, поскольку его старшие члены с ростом т 
убывают очень быстро. 

Отделяя в (13.126) вещественную и мнимую части, получаем 
следующие два линейно независимых решения уравнения (13.116): 


их 12 (исозх + usin x) (13.127) 
и Y, ~ x—"/?(u sin x — UCOS x), (13.128) 
где 
12.32 12.32.52.72 
и =1— ион + ва +''', (13.129) 


1 12.32.52 
(= Fae — wage tt ede) 
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Таким образом, имеем 
Jo(x)~ Ай + Ву при х- 0, (13.131) 


где А и В — постоянные, определяемые из обычных начальных 
условий типа Jo (0) = 1и о (0) = 0. Вместе с тем формула (13.131) 
теряет силу при малых x, поскольку при х-» 0 правая ее часть 
становится неограниченной. Следовательно, мы не можем прямо 
воспользоваться полученным асимптотическим разложением, чтобы 
удовлетворить заданным начальным условиям. Для того чтобы 
преодолеть это затруднение, обычно пытаются построить интег- 
ральное представление рассматриваемой функции, которое удов- 
летворяло бы исходным начальным условиям. Тогда, определив 
главный член в асимптотическом разложении полученного ин- 
теграла, можно связать постоянные в асимптотическом представ- 
лении типа (13.131) с соответствующими начальными условиями. 

Интегральное представление функции /ь (х) можно найти 
следующим образом. Разложим функцию exp (ixsin®) в ряд по 
возрастающим степеням х, т.е. 


ix sin@ ix sin 8)? ix sin 6)8 
efxsin® — | 1 mee + ear 4 ert ee 
= n 
= у © fee (13.132) 
n=0 
Поскольку 
а п-й член tim (ixsin 6)" (и— 1 ; 
leg (п — 1)-Й wet 0 nl(ix sin 6)"—! = 


то ряд (13.132) сходится для всех значений х. Интегрируя обе 
части разложения (13.132) по 0 в пределах от нуля до 2л, имеем 


п! 


an © 2n 
зе [ето = SEP [ "040. (13.133) 
0 0 


n=0 
Из формулы (A.38) приложения А следует, что 


} on 0, если п нечетное, 
az | $11" 0 40 =) (n — 1) (n~3)...3-1 


р aa? «Oca п четное. 


Тогда с учетом этой формулы из (13.133) находим 


an 
1 . 2 4 6 
agg | 27991 — Sr + задн — rarer + ^^^. (13.134) 
0 
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Так как, согласно формуле (13.76), ряд в правой части (13.134) 
представляет собой функцию Ло (x), то тем самым получаем иско- 
мое интегральное представление для J, (x) 

on 


Jo(x) =a | ex те gg, (13.135) 


удовлетворяющее начальным условиям Ло (0) = 1 u Jo (0) =0. 

Найдем теперь главный член асимптотического разложения 
интеграла (13.135) для больших х. С этой целью воспользуемся 
методом стационарной фазы, заметив, что соответствующие ста- 
ционарные точки даются соотношением с0$0 = 0, или 0 = 42/2. 
Поскольку в окрестности точек © = -л/2 


sind=+[1— + (9% ny tes], (13.136) 


то главный член в асимптотическом разложении нашего интег- 
рала в соответствии с рекомендациями § 3.4 будет даваться вы- 
ражением 


—ei* ева gee f eee de, (13.137) 


00 —<© 


Л (х)— 


где t= 045 л. Интегралы в формуле (13.137) можно преобра- 
зовать в обычные интегралы Лапласа путем поворота из контуров 
интегрирования на углы —1 п и + я соответственно. В ре- 
зультате получим 


во(е— 7/4) ool el/4) 
почке [conta thew | ата, 
—®(.— (7/4) =® (еп) 


(13.138) 


= 1, 
2 exp (- = м) в первом интеграле 


Далее, положив t = 7/2 rx 
ий = УЗ ехр(-- in) во втором интеграле, перепишем (13. 138) 


в виде 


a 
Л) pee et en f e- dr 4 
—© 
- 
+ 1 е—{ (х—п/4) { е-т'4т, 
a 
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или с учетом формулы (3.25) 
Ло (х) — 


[ef (x—m/4) a ef (#—п/4)], 


откуда ре 
I(x) ~ V2 cos(x —-Ln) при хо. (13.139) 
Из формул (13.127)—(13.130) при х-» со следует, что 
y~xPoosx и фл ах. 
Поэтому из (13.131) получаем | 
Ло (х) ~ х "2 (Асозх + В sinx). (13.140) 
Сравнивая выражения (13.139) и (13.140), находим 


2° л л 
V2 (cos x cos + sinx sin) = Acosx+Bsinx, 


> — 
откуда А= У с»-^, в= Уп. 


Подставляя найденные значения A и В в (13.131) и используя 
(13.127) и (13.128), получаем окончательно 


Ло (х) > У [“( cos x cos + sinx sin) + 


Е , 


или 
Ло (х) > V= [ucos (x — +) +usin (« — +)| (13.141) 


при х-+ со. 


Формулы (13.76) и (13.141) описывают два различных пред- 
ставления одной и той же функции Ло (x). Первая из них дает 
ряд, сходящийся при всех значениях X, тогда как ряды в формуле 
(13.141) расходятся при любых х. Как уже отмечалось в гл. 1, 
хотя сходящийся ряд (13.76) прекрасно описывает функцию Jp (x) 
при малых х, при больших значениях аргумента он оказывается 
бесполезным с вычислительной точки зрения вследствие ограни- 
ченности разрядной сетки современных ЭВМ. На практике лю- 
бая попытка вычисления на ЭВМ функции Jo (x) при больших x 
с помощью сходящегося ряда (13.76) будет терпеть неудачу, 
как только х превысит некоторое заданное значение, которое, 
правда, в значительной степени определяется мастерством про- 
граммиста. В то же время, хотя расходящийся ряд (13.141) ока- 
зывается совершенно непригодным при малых значениях х, он 
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будет давать очень хорошее приближение к Jo (x) при больших x, 
причем точность этого приближения с ростом х будет увеличи- 
ваться. 


Упражнення 


13.1. Найти два линейно независимых решения для каждого из следующих 
уравиений: 


a) ху" ру = 0, 

6) у" —у=0, 

в) ху" xy’ —y=0, 

г) му’ + 2ху' — 4y = 0, 

д) ху" — xy’ + y= 0. 
13.2. Найти три линейно независимых решения для каждого из следующих 
уравнений: 

а) ху" + 2ху" — 2у' = 0, 

6) ху" — 3xy’ + Зу = 0, 

в) x8y" - 2х2" — Зху’ + Зу = 0, 

г) x3y” — 6x2y" + 7ху’ — 7у = 0. 
13.3. Для каждого из следующих уравнений построить два линейно независи- 
мых решения в окрестности точки х = 0 и найти радиус сходнмости получеи- 
ных рядов: 

а) у" — ху = 0, 

6) y" + xy’ — 2y = 0, 

в) y"-++ у’ — 2xy = 0, 

ру’ — xy’ — y= 0. 


13.4. Рассмотреть уравнение Эрмита 
у" — 2xy' + yy = 0. 


Найти два линейно независимых частных решения этого уравнения, представляя 
их в виде степенных рядов в окрестности точки х = 0, и показать, что один 
из них вырождается в конечную сумму в случае, если y= 2п, где п = 0, 


13.5. "Рассмотреть уравнение Лежандра 
(1 — x4) и — 2 + yy = 0. 
Построить два линейно независимых решения этого уравнения, представляя 


их в виде степенных рядов в окрестности точки х == 0, и показать, что один из 
иих вырождается в коиечную сумму в случае, если у = п (п-- 1), где п = 0, 


13.6. "Построить два линейно независимых решения уравнения Чебышева 


(1 — x4) и — ху + yy = 0, 
представляя их в виде степенных рядов в окрестности точки х = 0, и показать, 
что один из них вырождается в конечную сумму B случае, если ? = п?, где п = 
250) 1 
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13.7. Для каждого из следующих уравнений построить два линейно незави- 
симых решения, представляя их в виде соответствующих степенных рядов 
в окрестности точки х == 0: 


а) 4xy" + 2y”— y= 0, 

6) (2x + x?) y" + y' — bry = 0, 

в) 9x (1 — x) y” — 12y’ + 4y=0, 

г) 2x (1 — x) yw” (1-м y’ + 3y = 0. 


13.8. Для каждого из следующих уравнений построить два линейио независи- 
мых решения, представляя их в окрестности точки х = 0 в виде степенных рядов: 


а) хз" + x (x — Пу — xy = 0, 
6) xy" + xy’ + (x?9— 4) y= 0, 
в) (1 — x*) y” — 2xy' + 2y = 0, 
r) «(1 — ху" — 3xy’ — y= 0, 
ду’ му = 0, 
е) (2+ x) y+ xy’ + (14+ x) y=0. 
13.9. Для каждого из следующих уравнений построить два линейно независи- 


мых решения, представляя их в окрестности точки х = Ов виде степенных 
рядов: 


а) ху" + (1+ у + 2y¥=0, 
6) («— x*) yy" + (1— x) y’ —y = 0, 
в) (x — x*) y* + (1 — 5x) y’ — 4y = 0, 
г) 4 (x4 — м) у’ 83 — y = 0. 
13.10. Для каждого из следующих уравнений построить два линейно иеза- 


висимых решения, представляя их в окрестности точки х = 0 в виде степеиных 
рядов: 


а) ty" + у — 2y = 0, 
6) хи" — (1 +x) y' +2(1—x y=0. 
13.11. Показать, что точка x = 0 является устранимой особой точкой для урав» 
нения 
wy" — (4x + Aga) y' + (4 — Aax) y = 0, 
если: a) Ag = — Aq; 6) А, = —2№; в) Ag= an (Указание: Показать, что все 


построенные решения регулярны при x = 0. 
13.12. Показать, что ee 


вт [т тат tet: --] 


являются линейно независимыми решениями уравнения 
Эх у" + 27xy" + By’ —y = 0. 
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13.13. Показать, что функции 
x? х 
ПЕТЯ + аа + ..., 
1 1 1 1 1 

ре ак — oe МР ный 3 aw 
н-ишя+? | t= (1+ - )* р (1+ 5+3 )* 3 | 

1 In x)? 6 8 6 i 
Ya = а In x — yy (In x) + | 6x+ (grt oe Не и +. 
представляют собой три линейно независимых решения уравнения 


xy” + 3xy" + (1 — x) y’ у= 0. 
13.14. Показать, что выражение 


у = с1ехр (x++) + сзехр (-»-+) 


представляет собой общее решение уравнения 
x4 (1 — x4) у" 2x8y’ — (1 — 2) y = 0. 

Показать, что точки x = 0 и х = со являются иррегулярными особыми точками 
этого уравнения. 
13.15. Для каждого из следующих уравнений построить два линейно незави- 
симых решения, пригодных в окрестности точки x = 0: 

а) xy" + x (1 — 2x) у — 2y= 0, 

6) x4y” + 29’ — y = 0, 

в) зу 2(1—x) y’—y=0. 
13.16. Для каждого из следующих уравнений построить два линейно незави- 
симых решения, пригодных при больших х: 


а) 16x4y" + 32xy’ — (4х + 5) y= 0, 
6) xy” + 2(1— ху’ — y= 0, 
в) 4x2y" + 8xy’ — (4x? - 3) y= 0. 
13.17. Рассмотреть модифицированное уравнение Бесселя нулевого порядка 
ху — xy = 0. 
a) Показать, что в окрестности точки x = 0 OHO имеет следующее ограни- 
ченное решение: 


xa x4 x6 
я + range to 


Найти второе лииейно независимое решение этого уравнения. 
6) Построить асимптотическое решение для больших х, включающее в себя 
произвольную постоянную. 
в) Показать, что ы 
д 


Ip (2) =z] ex sin® ag, 
0 


г) Построить асимптотическое разложение интеграла, полученного в п. «в», 
при больших х и с его помощью определить произвольную постоянную, вве- 
денную в п.«б». 

13.18. Рассмотреть уравнеиие Бесселя первого порядка 


ey" + xy’ + (x? — I y = 0. 
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а) Показать, что одно из решений этого уравнения можно представить 
в виде ряда 


Bs xt x 
n@=$['-sy+aeet 


сходящегося при любых значениях x. Найти второе линейно независимое 
решение этого уравнения. 

6) Разложить функцию sin 6 ex у (ix sin 0) в ряд по степеням x, проинте- 
грировать полученный результат по 9 в пределах от нуля до 2л и получить фор- 


мул 
улу me 


Jy (x) = > | sin бей $1 8 40. 
0 


в) Построить асимптотическое разложение решения этого уравнения при 
больших х, включающее в себя две произвольные постоянные. 

г) Найти главный член асимптотического разложения полученного в п. 6) 
интеграла при X—> со и с его помощью иайти значения постоянных из в). 
13.19. Для каждого из следующих уравнений построить асимптотические раз- 
ложения трех линейно независимых решений при больших х: 

а) xy” + 6xby” — у=о0, 

6) xy” — (2e + I) y”— (1+ x) y' + e+ Зу= 0. 

13.20. Рассмотреть уравнение Бесселя порядка v 
му + (A — vi) y= 0. 

а) Показать, что одно из решений этого ypaBHeHHA есть 
1) 2n+v 
А Pear 

nlP(+n4-1) 
n=0 
Показать, что в случае, когда V отлично от целого числа, решением этого урав- 
иения служит также функция 


co 
_ (=1)" (x/2)?"-¥ 
7 = IRV ERED” 
6) Показать, что при больших x 


у ~ Ay + Ву», 
тде 
о on mao 
в) Воспользовавшись ЕЙ представлением 
Лу (х) = Bt} 2-12 cos xt dt, voy 
Var (» + =) 


показать, что 


Лу (х) > У (++ я) при х- 00. 


г) Используя результат в), найти постоянные А и В из 6). - 


Глава 14 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С БОЛЬШИМ ПАРАМЕТРОМ 


В этой главе мы будем строить приближенные решения одно- 
родных дифференциальных уравнений второго порядка, содер- 
жащих большой параметр. Такие уравнения имеют вид 

уро, Му +9 (x, Му=0, (14.1) 
где ^ — безразмерный параметр, причем A> 1. Уравнение (14.1) 
можно преобразовать к так называемому нормальному виду, 


т. е. к виду, не содержащему первой производной, если восполь- 
зоваться подстановкой 


у (x) ="Р (x) и (x). 
При этом 


у = Ри + Ри’, у’ Р"и + 2P'u' + Ри". 


Подставляя выражения для у, у’и у” в уравнение (14.1), при- 
ведем его к виду 


Р"и + 2Р’и’ + Pu" + рР’и + рРи’ + дРи =0. (14.2) 
Полагая коэффициент при и’ равным нулю, находим 


2P’ + рР = 0. (14.3) 
Тогда уравнение (14.2) вы как 
м [5+ Ч u=0. (14.4) 


Интегрирование (14.3) дает 
InP=— + | рах, 


или 
Р=ехр [—+ J pax]. (14.5) 
Дифференцируя выражение (14.5), имеем 
P’ =—+pexp [—+ J eae] ; 
"= (++) exp [—4 J par]. 


При этом уравнение (14.4) принимает вид 


и [фир] и=0. (14.6) 
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Таким образом, мы можем ограничиться исследованием урав- 


нения 

У" +9 (<, My =0, (14.7) 
поскольку исходное уравнение (14.1) всегда может быть преобра- 
зовано к виду (14.7). В качестве примера рассмотрим“уравнение 
Бесселя нулевого порядка 


ху" у’ ху =.0. (14.8) 


В данном случае р = x", 9 = 1, так что преобразованное урав- 
нение (14.6) имеет вид 


м (1 +qr)u=0. (14.9) 


Заметим, что нормальная форма (14.7) оказывается удобной 
для построения асимптотического решения дифференциального 
уравнения при больших значениях аргумента х. 

В этой главе будем исследовать специальный класс уравнений 
(14.7), а именно уравнения 


у + [Mg (x) в (x) y = 0. (14.10) 


Уравнения вида (14.10) называют обычно уравнениями Лиу- 
вилля. Прежде всего мы рассмотрим ВКБ-приближение, затем 
преобразование Лиувилля—Грина и, наконец, преобразование 
ангрена для случая уравнений с точками поворота. 


14.1, ВКБ-приближение 
Предположим, что в интервале, на котором а 


ешение уравнения (14.10), нкция. 9; (x) ди енцируема, 
ти ки (x) И pins ode wae ra ee a о 

на A’, имеем 
ДРИ +o + ea = 0. (14.11) 


Если формально устремить AB уравнении (14.11) к бесконечности, 
то (14.11) перейдет в уравнение вида 


Чу = 0, (14.12) 
которое имеет только тривиальное решение у = 0. Следовательно, 


мы не сможем построить приближенное решение уравнения (14.10), 
если станем искать его в форме 


yX)=H ttm (х) + -.., (14.13) 


как это делалось в предыдущих главах. 
Поясним идею используемого ниже метода на простом примере 
уравнений, в котором коэффициент 4; равен постоянной, а коэф- 
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фициент g, равен нулю. В этом случае решение уравнения (14.10) 
имеет вид 


y=c, exp (AVG, x) + сехр (—id qi x), (14.14) 
где сти с, — произвольные постоянные. Если коэффициент q, 
отрицателен, общее решение уравнения (14.10) можно записать 
в виде 
у= слехр (ЛУ —91х) +c,exp(—AY—q x). — (14.15) 
В том и в другом случае оба линейно независимых решения можно 
выразить через показательные функции, причем параметр А 
будет входить в показатель соответствующей экспоненты. Рас- 
смотренный пример наводит на мысль вместо прямого разложе- 
ния по обратным степеням A искать приближенное решение урав- 
нения (14.10) в виде 
у ="exp [AG (x, A)], (14.16) 


а для функции С строить прямое разложение по обратным степе- 
ням A, Вычисляя первую и вторую производные выражения (14.16), 
имеем 


у =^0'е9, г = (^26^ + AG") ев. 
Подставляя выражения для у, у’и у” в линейное уравнение 
(14.10), преобразуем его в следующее нелинейное уравнение: 


MG” + AG" + М. +4 = 0, 
ИЛИ 


"+++ ги. (14.17) 


Как указывалось выше, прямое разложение для функции @ 
мы будем искать в форме 


G (x, = 6 (2) + Gi ® +... . (14.18) 
Подставляя разложение (14.18) в уравнение (14,17), имеем 


(ичта+. начата +тьно 


нли +++... =O. (14.19) 
Приравнивая нулю коэффициенты при A? и A-', получаем 
Gs +q=0, (14.20) 
Gp + 2080! = 0. (14.21) 


Из уравнения (14.20) следует, что 
РУ, если 9,>0, 


G = = 
. И, если 4< 0. 


(14.22) 
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При этом 
+i [Уна если 9 >0, 


+ [У dx, если q,<0. 
Для того чтобы решить уравнение (14.21), разделим обе его части 
на 205. В результате получим 

16 _ 
2 G& 
что после интегрирования дает 


Go (14.23) 


+ Gi =0, 


‘cal , 
G+ = In (= 0. 
Из дальнейшего будет ясно, что постоянную интегрирования в по- 


следнем соотношении можно опустить. Переписывая это соот- 
ношение в виде 


G, =—ШУ @ (14.24) 
и подставляя (14.23) и (14.24) в разложение (14.18), имеем 


= [Уна ШИР +. при 4>0 


(14.25) 

ИЛИ 

== [Уи ШУТ+шУ 4+... при a<o. 
(14.26) 


Подстановка выражения (14.25) в формулу (14.16) дает 
y=exp{tih | Уи — ШУ + ша +++}, 


что с учетом соотношения exp (—In г) = 2) может быть перепи- 
сано в виде 
exp | + и [Ух dx] а 
ЁУ—аАы— . 
УТТУЕ ( 
Формула (14.27) доставляет нам приближенные выражения для 
двух линейно независимых решений уравнения (14.10). Выражая 


экспоненты через тригонометрические функции, общее решение 
уравнения (14.10) можно приближенно записать в форме 


с cos | [Уж ae] + амп [2 | Va dx] 
4 Иа: , 
где с: и с. — произвольные постоянные. 


В случае 4, < 0 подстановка выражения (14.26) в формулу 
(14.16) и использование основного логарифмического тождества 


(14.28) 
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позволяет приближенно записать общее решение уравнения (14.10) 
в виде 
с1ехр | У ax] + сз exp [-- | У=и«| 
ы У“ : 

Соотношения (14.28) и (14.29) называются обычно ВКБ-прибли- 
жениями в честь Вентцеля, Крамерса и Бриллюэна. 

Отметим, что соотношения (14.28) и (14.29) становятся непри- 
годными в окрестностях нулей функции 49, (x) (и в самих этих 
точках). Эти нули называются обычно точками поворота или 
точками перехода. Задачи для уравнений с точками поворота 
рассматриваются в $ 14.5 и 14.6. 

Рассмотрим в качестве примера уравнение 


УМХ) у=0. (14.30) 
В этом уравнении 9, = (1'-- x)? > 0, так что соотношение (14.28) 


дает 
i bale a аа 


(14.29) 


у = 


ИТ х 
В качестве второго примера рассмотрим уравнение 
у" — № (1+ ху = 0. (14.32) 
При этом gq, = —(1 + x)? < 0, и приближенное решение, согла- 


сно формуле (14.28), имеет вид 
с1лехр [ (« +- +*)] + cgexp [—a(«+ =) | 
= a We 
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(14.33) 


Yr 


В этом параграфе мы рассмотрим другой способ построения 
приближенного решения уравнений с большим параметром. Этот 
способ включает в себя использование так называемого преобра- 
зования Лиувилля—Грина. При этом производится замена как 
зависимых, так и независимых переменных по формулам 


2=ф(х), v (2) =p (x) и (x), (14.34) 
где функции @ (x) и ф (x) выбираются таким образом, чтобы ypaB- 
нение (14.10) перешло в новое уравнение, в котором наиболее су- 


щественные при A -> со члены имели постоянные коэффициенты. 
Из формул (14.34) следует, что : 


(14.35) 


ие НЕ ре ~ #2, (14.36) 
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dy а (+ py’ dv dz Q’ Q’ dtu dz _ 
ae = (Cr) a ata (> )-= к а & = 


_ $ 20$ У” 2 
=a (Fe) a ($). из 
Подставляя выражения для у и и" в уравнение ue. 10), получаем 


ge” dv g" 29’ \ dv и 2p" 
(У) ($) + 


+ qn фу = 


ИЛИ 
А ИЕ: ЗИ И СОНИ ОИК ИЕ А И 
(У а. + & rt Ip о. 


(14.38) 


Как указывалось выше, выбор функций фи ф обусловлен 
требованием, чтобы главная часть преобразованного уравнения 
(14.38) имела постоянные коэффициенты. С этой целью прежде 
всего обратим в нуль коэффициент при первой производной du/dz, 
полагая 

9’ — 2 — =0. (14.39) 
Уравнение (14.39) можно решить с помощью разделения пере- 
менных. В результате получим 


1 , 
> In = In tp, 
или p=yq- (14.40) 
При этом са (14.38) принимает вид 
a at (a +6) 0=0, (14.41) 
где бы ры (14.42) 


Уравнение (14.41) имеет два переменных коэффициента, а 


з 
именно 91/ф’ и 6. Поскольку на функции @ и tp наложено только 
одно условие, у нас есть возможность связать их еще одним соот- 
ношением. Мы используем это второе условие, чтобы сделать 


: 
постоянным коэффициент А?9,/ф’ при главном члене в уравнении 


(14.41). Не теряя общности, постоянную в соотношении А34;ф”" = 
= const можно выбрать равной 1 при 4, > 0 или равной —1 
при 9, < 0. Таким образом, 


в ee если gq, > 0, 
=| 29, если G1 <0. 


14.3. Задачи на собственные значения 385 


При этом 
А | У пах, если 9>0, 
2=ф= ео (14.43) 
А } У —94: ах, если q<0, 
а из уравнения (14.40) следует, что 
уд, если >0, 
я . (14.44) 
M2y—q, если gy <0. 


После сделанного выбора функции ф уравнение (14.41) прини- 
мает вид 


ft о-в, (14.45) 


где знаки «плюс» и «минус» относятся соответственно к случаям 
положительной или отрицательной функции qj. 
В первом приближении можно пренебречь малым членом 
— бо в правой части уравнения (14.45). В результате имеем урав- 
нение вида 
dy 
“ae +00, 
общее решение которого можно представить как 
v=c,cosz+csinz при 9 >00, (14.46) 
9 = с1ехр2 -- с» ехр (—2) при 4, < 0. (14.47) 
Подставляя теперь выражения для 2, ф и ов формулу (14.35), 


получаем в первом приближении ссотношение (14.28) в случае, 
когда 4, > 0, и соотношение (14.29) при 4, < 0. 


14.3. Задачи на собственные значения 


В этом параграфе мы используем ВКБ-приближение, чтобы 
найти собственные числа и собственные функции некоторых 
краевых задач для дифференциальных уравнений второго по- 
рядка с переменными коэффициентами. В качестве первого при- 
мера рассмотрим задачу на собственные значения для уравнения 


има фу=о (14.48) 
с краевыми условиями 
у (0) =0, y(1)=0 (14.49) 


при больших значениях параметра A. Предполагается также, что 
функция 4, положительна на отрезке [0, 1}. Поскольку 4, > 0, 
общее решение уравнения (14.48) в первом приближении может 
быть представлено формулой (14.28). Кроме того, мы должны удов- 
летворить граничным условиям (14.49). Для упрощения вычис- 
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лений выберем нижние пределы интегрирования в формуле (14.28) 
равными нулю. Тогда формула (14.28) перепишется в виде 


х x 
сл cos Ё | Va «| + с» sin | Иа @) a| 
6 é 


ee ee ИаЫя, 


где т — переменная интегрирования. Подставляя выражение 
(14.50) в граничное условие y (0) = 0, имеем . 


(14.50) 


0 = A ‚ или ¢,=0, 
Уч: ©) ? 
= 
откуда y ~ cog)" sin Ё J V a(t) «| : 
0 


Подстановка этого выражения в граничное условие у (1) = 0 
дает 


1 
0 = с» [91 (1) sin [ Ува. 
0 


Для существования нетривиального решения задачи необходимо, 
чтобы постоянная с, была отлична от нуля. Поэтому 


1 
. sin В у 5 =0; 
б 


1 
или AJ Va@dt—nn, n=1, 2,3, .... (14.51) 
0 


Отметим, что случай п = 0 приводит к тривиальному решению 
задачи (14.48), (14.49); по этой причине значение п = 0 не вклю- 
чено в формулу (14.51) +. Таким образом, в первом приближении 
собственные числа определяются формулой 


| -1 
inal Vater] | (14.51a) 
0 
а соответствующие им собственные функции— формулой 
„=“ sin Ё [у 41 (т) «| (14.52) 
é | 


1 В формулу (14.51) не включены также и отрицательные значения п: п = 
=—1, —2, —3, .... Случай отрицательных п легко сводится к описываемому 
случаю ввиду нечетности функции sin x. — Прим. перев. 
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Таблица 14.1 


Сравнение приближенных значений собственных чисел, 
подсчитанных по методу возмущений, с точными численными 
значениями 


Порядковый 

номер соб- 

ственного 1 2 3 4 5 6 7 
чнсла 


Метод 2.0944 4.1888 6.2832 8.3776 10.4720 12.5664 14.6608 
возмущений 
Точное 2.0604 4.1686 6.2691 8.3668 10.4632 12.5590 14.6545 
значение 
Ошибка (%) 1.65 0.49 0.23 0.13 0.08 0.06 0.04 


Рассмотрим численный пример. Пусть а, (x) = (1 + x)*, тогда 
формула (14.51а) примет вид 
1 1 
Ayn = nn [fo +odr| = ли. 
0 
В табл. 14.1 приведены для сравнения собственные числа, подсчи- 
танные по предыдущей приближенной формуле, и собственные 
числа, полученные с помощью численного интегрирования урав- 
нения (14.48) и применения итерационного метода Ньютона-— 
Рафсона !. Совпадение оказывается очень хорошим даже в самом 
неблагоприятном случае, т. е. для наименьшего собственного 
числа A, ~ 2,0604. Как и следует ожидать, точность решения, 
полученного методом возмущений, увеличивается с ростом номера 
собственных чисел. 
В качестве второго примера рассмотрим задачу на собственные 
значения для уравнения (14.48) при краевых условиях 


y’ (0) =0, y (1) = 0. (14.53) 


Для того чтобы иметь возможность подставить приближенное 
решение в первое из условий (14.53), продифференцируем выраже- 
ние (14.50) по х. В результате получим 


у ААУ Во - ecos| fvarga} + 0 (1). 
0 0 


(14.54) 
Отметим, что слагаемые, появляющиеся при дифференцировании 
множителя 41“, суть величины О (1) при A— oo. Они малы 

1 Итерационный метод Ньютона—Рафсона используется при этом для 


решения трансцендентиого уравнения, получающегося в результате выполне- 
ния исходных граничных условий. — Прим. перев. 
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Таблица 14.2 


Сравненне прнближенных значений собственных чисел, 
подсчитанных по методу возмущений, с точными численными 
значеннями 


Порядковый 

номер с = 

венного 1 2 з 4 5 6 7 
чнсла 


Метод 1.0472 3.1416 5.2360 7.3304 9.4248 11.5192 13.6136 
возмущений 
Точное 1.1879 3.2089 5.2793 7.3621 9.4497 11.5397 13.6310 
значение 
Ошибка (%) 11.84 2.10 0.82 0.43 0.26 0.18 0.13 


по сравнению со слагаемыми, которые возникают при дифферен- 
цировании тригонометрических функций. Последние растут про- 
порционально A при A — oo. Воспользовавшись теперь условием 
y' (0) = 0, имеем с, = 0, так что выражение (14.50) принимает 
вид 


yr cgi’ cos р | V a(t) a| . 
0 


Подставляя последнее выражение в граничное условие у (1) = 0, 
приходим к уравнению 


5 
cos р JY¥am «| =0, 
0 
решения которого имеют вид 


1 
[Ув = (+5) м, п=0,12,.... 
0 
Таким образом, в первом приближении собственные числа задачи 
(14.48), (14.53) определяются формулой 


1 -1 
hg = (п +4)9[Jvamar| , (14.55) 


а соответствующие им собственные функции — формулой 


Yn = ЧА cos Ё | У 11 (1) «| а (14.56) 
é 


Если при этом вновь положить 4, = (1 + х)*, то 


1 -1 
m= (ntz)a[fa toe =3("+-) =. 
0 
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В табл. 14.2 приведены для сравнения приближенные значения 
собственных чисел, подсчитанные по методу возмущений, и зна- 
чения тех же собственных чисел, найденные с помощью численных 
методов. Как и следует ожидать, точность приближенного решения 
быстро возрастает с ростом номера собственных чисел. При этом 
уже для третьего собственного числа относительная погрешность 
не превышает одного процента. 


14.4. Уравнения с медленно меняющимися коэффициентами 
В этом параграфе р уравнения вида 


ae ++ a (t)y=0, (14.57) 


The t = ef и = — малый безразмерный параметр. Таким образом, 
т представляет собой по отношению к # «медленную» переменную. 
Переходя от Ё кт, имеем 


dy _ dy deg dy а 
“dt dt dt dt’ ав ~~ “di? 


в результате чего уравнение (14.57) принимает вид 

ot SY 4, ()у= 0. (14.58) 
Полагая = = A-1, перепишем уравнение (14.58) в виде 

SY + Ag (t)y=0. (14.59) 
Уравнение (14.59) совпадает с уравнением (14.10), поэтому к нему 


применимо ВКБ-приближение, рассматривавшееся в $ 14.1. Сле- 
довательно, учитывая соотношение 


х [Унже=е [Y¥qdt= |v qdt, 


можно записать выражения, аналогичные (14.28) и (14.29), через 
исходную переменную tf: 


y~ ai'*{crcos[ | qidt]torsin[ fy qrdt]}, gi>0, (14.60) 
y= (—at eel 4 poe LR], <0. (14.61) 
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Как указывалось в $ 14.1, ВКБ-приближения (14.28) и (14.29) 
становятся непригодными в окрестностях нулей функции 4) (x). 
Эти точки называются точками поворота, или перехода. Пусть, 
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например, 4, = 1 — х3. В этом случае формулы (14.28) и (14.29) 
можно представить в виде 


1 \ 
C1 Cos [+ | “| + с» sin E | ив | 


x 


yr ars если x¥< 1, 
(14.62) 
и В х x 
a, exp р VB—T «| + азехр |= | | + 
oer i 
yr УТ если x>1, 
(14.63) 


где а1, аз, Cy и с, — произвольные постоянные, а верхний и ниж- 
ний пределы интегрирования в первой и второй формулах соот- 
ветственно выбраны равными |, с тем чтобы входящие в них инте- 
гралы оказались положительными. Отметим, что при paccmo- 
трении уравнений с точками поворота один из пределов интегри- 
рования в формулах ВКБ-приближения удобнее всего принимать 
равным координате точки поворота. Можно считать, что формулы 
(14.62) и (14.63) дают два различных представления одной и той же 
функции у (х), причем одно из этих представлений пригодно при 
х < 1, а другое при х > 1. При этом ясно, что постоянные a, 
и с, должны быть линейно связаны между собой, поскольку наше 
дифференциальное уравнение имеет второй порядок и его решение 
определяются лишь двумя произвольными постоянными. Один 
из рассматриваемых ниже методов нахождения связи между 
этими постоянными предусматривает построение разложения, 
пригодного в окрестности точки х = 1 (или так называемого вну- 
треннего разложения), и сращивание этого разложения соответ- 
ственно с разложениями (14.62) и (14.63). В следующем пара- 
графе обсуждается также другой метод, позволяющий связать 
константы в (14.62) и (14.63); он основан на использовании пре- 
образования Лангера. 

Для того чтобы построить разложение, пригодное в окрестно- 
сти точки x = 1, введем «растягивающее» преобразование неза- 
висимой переменной х, с тем чтобы координаты точек, близких 
к x = 1, оказались величинами О (1) при Х -+ oo. С этой целью 
положим 

— = (x — 1 ^, так что x = 1 + А, (14.64) 


причем показатель у, точное значение которого будет определено 
ниже, считается положительным, чтобы преобразование (14.64) 
действительно было растягивающим. Производные по исходной 
переменной х преобразуются следующим образом: 
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При этом уравнение (14.10) в случае 4, = 1 — хЗи 4. = 0 прини- 
мает вид : 
‚ а? 
Ae Ge МИ Ау =0, 
ИЛИ 
Fe — MELE AMET А) у=0. = (14.65) 


Если А — оо, то второе и третье слагаемые в скобках в уравнении 
(14.65), поскольку v > 0, будут стремиться к нулю, и уравнение 
(14.65) примет вид 


“4 — 32-5 Еу = 0. (14.66) 
Уравнение (14.66) имеет различную предельную форму при 
^ — oo в зависимости от величины показателя v. В случае v > 2/3 
коэффициент ^?-3° стремится к нулю, и уравнение (14.66) пере- 
ходит в уравнение вида 


ty — 0. (14.67) 


В случае у < 2/3 коэффициент ^2-3° стремится к бесконечности, 
и уравнение (14.66) имеет предельную форму 


ty = 0. (14.68) 


Наконец, при у = 2/3 коэффициент A2-3¥ равен единице, и урав- 
нение (14.66) принимает Ты 


a — 38y=0. (14.69) 


Предельная форма (14.69) является «наименее вырожденной» 
из трех; она включает в себя уравнения (14.67) и (14.68) в каче- 
стве частных случаев. Кроме того, первые два случая соответствуют 
бесконечным наборам значений %, в то время как третий случай 
определяется вполне определенным значением показателя Vv. 
Следовательно, наиболее подходящей предельной формой является 
уравнение (14.69), соответствующее значению v = 2/3. 

С точностью до коэффициента 3 уравнение (14.69) представляет 
собой так называемое уравнение Эйри, решения которого хорошо 
известны. Для того чтобы использовать эти решения, представля- 
ется удобным видоизменить преобразование (14.64), с тем чтобы 
результирующее уравнение не содержало множителя 3. Таким 
образом, вместо замены переменных (14.64) используем преобра- 


зование 
2=31(х— 123 или х=1-4 373-98. — (14.70) 


в результате чего вместо уравнения (14.69) придем к уравнению 
Эйри в стандартной форме: 


£4 _ 2y=0. (14.71) 
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Общее решение уравнения (14.71) обычно выражают в виде 
y® = b,Ai (2) + b,Bi (2), (14.72) 


где b, и b, — произвольные постоянные, a Ai (z) и Bi (z) пред- 
ставляют собой функции Эйри первого и второго рода соответ- 
ственно. 

Теперь необходимо провести сращивание решения (14.72) 
с ВКБ-решениями (14.62) и (14.63). Для этого потребуются асим- 
птотические разложения функций Ai (z) и Bi (2) при больших 
положительных 2 (т. е. при х > 1), чтобы срастить (14.72) с ре- 
шением (14.63), и при больших по абсолютной величине отрица- 
тельных 2 (т. е. при x < 1), чтобы срастить (14.72) с решением 
(14.62). 

Если мы будем искать указанные асимптотические разложения, 
исходя из дифференциального уравнения (14.71), то обнаружим, 
что первые члены этих разложений экспоненциально растут или 
затухают в случае положительных г и совершают синусоидальные 
колебания в случае отрицательных 2. Более точно, используя 
ВКБ-приближение (14.28) и (14.29) при 4, = —2, имеем 


ума [& cos (4 ап) + @, sin (5 2") | при 2- — oo 


y~ 21 [G,e2/9)? 4. doe 29 2] при г 00. 


Однако при этом нам по-прежнему не известны соотношения ме- 
жду постоянными G,, би и Qn, Cn, с одной стороны, и Gy, бы 
и В, — с другой. Для того чтобы обойти это затруднение, обычно 
представляют решения уравнения (14.71) в интегральной форме 
и затем определяют главные члены асимптотических разложений 
полученных интегралов, подобно тому как мы делали это в при- 
мере 3 $ 13.5. 

Интегральные представления построенных выше двух линейно 
независимых решений уравнения Эйри можно получить с помощью 
модифицированного преобразования Лапласа. Функции Эйри 
первого и второго рода обычно определяют как 

© 


Ai (2) = | cos (+ f+ 2t) dt, (14.73) 


0 
Bi(2)= af [exp (-=е +2t)+sin (4° +=) dt. (14.74) 
0 


Главный член асимптотического разложения функции Ai (2) 
при 2- oo найден в $ 3.5 с помощью метода перевала. Так, 
из формулы (3.239) следует, что 


exp [(—2/3) 24/7] 


Ai (2) ~ er 


при 2—0. (14.75) 
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Используя метод стационарной фазы, можно получить главный 
член асимптотики Ai (z) при z— —oo. Из упражнения 3.21 
следует, что 


Ai (2) eat sin [2 (2? +-4] при 2 oo. (14.76) 


Главные члены асимптотических разложений интегралов в (14.74) 
при Z— со можно найти с помощью метода Лапласа и интегриро- 
вания по частям. Таким образом, мы имеем (см. упражнение 3.31) 


exp [(2/3) 29/2] 


Bi(z)~ Vaal 


при Z-> oo, (14.77) 


При больших по абсолютной величине отрицательных значениях 2 
асимптотика интегралов, входящих в (14.74), определяется с по- 
мощью метода Лапласа и метода стационарной фазы. В этом слу- 
чае имеем (см. упражнение“ 3.31) 

ВИ сз [32 +4] при 2 — вю. (14.78) 
Уса 13 4 
Асимптотические представления (14.75)—(14.78) дают нам иско- 
мые соотношения между б,, 4, и b,. Устремляя теперь в решении 
(14.72) z к бесконечности и используя представления (14.75) 

и (14.77), находим 


yw Sexe {= (2/3) 237] | by exp [(2/3) 2] 


at (14.79) 


Точно так же, устремляя в (14.72) z к —oo и используя пред- 
ставления (14.76) и (14.78), получаем 


2 
y~ T= TR пре [(-2 +4] + 
2 5 
+ Tecan [sa + +| , (14.80) 


Для того чтобы найти соотношения между постоянными @, и Cp 
в ВКБ-приближениях (14.62) и (14.63), необходимо срастить эти 
разложения с решением (14.72), справедливым в окрестности 
точки поворота. Чтобы срастить разложения (14.62) и (14.72), 
выразим в интегралах, входящих в (14.62), переменную x через 2 
и устремим A к бесконечности при, Di 2. Таким об- 
разом, имеем 


ее, ™ 


1 
Пе № | уг вм, 
х 1+3-1/3^-2/32 
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откуда, полагая т = 1 + 3-!/3А-2/31, находим 


1 0 
Af VT de =a | [3-29-99 — Зизу-чие 4 «23-99-28 Е 
x 2 


0 
яя [= (298. 


Тогда 
. г [5627] + eg sin [+ (-5°”] 
к" м (14.81) 
2 фикс. 


Для того чтобы использовать условие сращивания, необходимо 
выразить решение y) через x при x < | и совершить предельный 
переход ^, — со при фиксированном xX. Эта процедура эквивалентна 
вычислению асимптотики у‘3) при 2 -> — оо; в результате имеем 
представление (14.80). Приравнивая разложения (14.80) и (14.81) 
в соответствии с принципом сращивания, получаем 


01/2), 1/63-1/6 {a cos [3 (—2)*] +c, за [> (—2p"]} = 
= sin [= (-2 + =) + 6. со$ [+ (—2)9/2 4 +] | 


Далее, используя тригонометрические формулы для синуса и ко- 
синуса суммы двух аргументов и приравнивая коэффициенты при 


cos [3 (2° и sin [3 (2)? ] в обеих частях полученного 
равенства, находим 


с, = 36-12) и6 [b, sin 4 + bp cos +] о 


Co = 36-12-16 [bs cos = — by sin | : 


(14.82) 


Перейдем теперь к сращиванию асимптотических представле- 
ний (14.63) и (14.72). Выразим переменную х в формуле (14.63) 
через г и совершим предельный переход A — со при фиксирован- 
ном положительном 2, что соответствует x >> 1. С этой целью 
запишем 


x 143-1/8,-2/8, 


^[Ув-Тти=^ | Ува 
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и, полагая т = 1 + 3-1/3А-2/3}, преобразуем этот интеграл к виду 
x 2 


^ | Ив-Т%=А | [32/34,-2/34 4. 31/94 -4/3f2 4... «1/2 3-1/34-213 dt ms 


1 0 
2 
= [пла = 202, 
3 
0 


Тогда из формулы (14.63) следует, что 
пп у) = 3-№641/62-1/4 (a, exp [(2/3)23'?],-{- ag exp [(—2/3) 23/2]. (14.83) 


hoo 
г фикс. 


Далее, необходимо выразить в решении (14.72) переменную z 
через х и совершить предельный переход A — со при фиксирован- 
ном х, большем 1. Это эквивалентно нахождению асимптотики 
функции у) при 2-> со; результат дается формулой (14.79). 
Приравнивая выражения (14.79) и (14.83) в соответствии с прин- 
ципом сращивания, получаем соотношение вида 


3-1/6) 1, 6 11/2 [a exp (+ 2”) ++ азехр [= < a) | = 
= 2 exp = + 27) + b, exp (+ 2") 5 


из которого после приравнивания коэффициентов при каждой 
из экспонент в левой и правой частях находим искомые связи ме- 
жду постоянными а, и D,: 


а, = Зв -ивдь, ay = Зил, (14.84) 


Итак, решение нашей задачи дается тремя отдельными разло- 
жениями: разложением (14.62), пригодным при х < 1, разложе- 
нием (14.63), пригодным при x > 1, и разложением (14.72), спра- 
ведливым в окрестности точки х = 1. При этом мы срастили по- 
лученные разложения с помощью координатной асимптотики для 
интегральных представлений функций Эйри. Результатом сращи- 
вания явились соотношения (14.82) и (14.84), которые связали 
коэффициенты а„, b, и с, всех трех разложений. Подобно тому 
как это было проделано в гл. 12, можно получить и составное 
равномерно пригодное разложение. Однако используемая при 
этом процедура оказывается сравнительно громоздкой. Другой 
метод получения разложения, пригодного всюду, включая окрест- 
ность точки поворота, заключается в применении преобразования 
Лангера и приводит к единому представлению решения во всей 
области через функции Эйри. Этот метод рассматривается в сле- 
дующем параграфе. 
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14.6. Преобразование Лангера 


Суть преобразования Лангера состоит в том, чтобы заменить 
зависимые и независимые переменные по формулам (14.34) и по- 
добрать функции ф и\ таким образом, чтобы преобразованное 
уравнение, будучи возможно более простым по форме, в то же 
время имело решения, поведение которых совпадало бы в основных 
чертах с поведением решений исходного уравнения. Например, 
если во всех точках интересующего нас интервала коэффициент 
91 > 0, то решения исходного уравнения (14.10) имеют колеба- 
тельный характер, и поэтому функции ф и\ следует выбрать 
так, чтобы главная часть преобразованного уравнения совпадала 
с уравнением 


Sb +0=0, (14.85a) 


которое представляет собой простейшее уравнение, обладающее 
осциллирующими решениями. Если же во всех точках рассматри- 
ваемого промежутка для уравнения (14.10) 4, < 0, то с ростом x 
одно из решений этого уравнения будет экспоненциально расти, 
а другое — экспоненциально убывать. Поэтому функции фи\ф 
в этом случае следует выбрать так, чтобы преобразованное урав- 
нение с точностью до малых слагаемых совпадало с уравнением 
2 

SL _v=0, (14.856) 
которое является наиболее простым уравнением, обладающим 
экспоненциально растущим и экспоненциально затухающим ре- 
шениями. Наконец, если функция gq, в интересующем нас интер- 
вале один раз меняет знак, как, например, функция gq, = 1 — х3 
в рассмотренном нами в предыдущем параграфе случае, то реше- 
ния исходного уравнения (14.10) будут иметь колебательный 
характер при x < 1 и экспоненциально расти или затухать при 
x > 1. Поэтому функции ф и ф следует выбрать таким образом, 
чтобы преобразованное уравнение оказалось близким к такому 
уравнению, решения которого в заданной точке меняют свое по- 
ведение, переходя от осцилляций к экспоненциальному росту или 
затуханию *. Простейшим уравнением с такими свойствами яв- 


ляется уравнение Эйри 


2—0, (14.86) 


рассматривавшееся нами в предыдущем параграфе. При 2 > 0 
одно из решений уравнения (14.86) растет, другое убывает, 
в то время как при 2 < 0 оба решения имеют колебательный 
характер. 


1 При этом существенно, чтобы сохранялся порядок поведения коэффи- 
циента в точке перехода. В целом этот метод называют методом эталонных 
уравнений. — Прим. ред. . 
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Приведенные рассуждения объясняют, почему ВКБ-прибли- 
жение или преобразование .Лиувилля—Грина становятся непри- 
годными в окрестности точки поворота. В $ 14.1 и 14.2 мы стре- 
мились представить решения уравнения (14.10) через элементар- 
ные функции — тригонометрические или показательную. По- 
скольку ни одна из указанных элементарных функций не может 
описать поведение решений уравнений с точкой поворота, справед- 
ливость ВКБ-приближений в окрестности этой точки должна на- 
рушаться. Таким образом, разложение, равномерно пригодное 
для любых значений аргумента x, должно выражаться через не- 
элементарные функции, поведение которых качественно совпадает 
с поведением решений исходного уравнения. 

С другой стороны, нарушение пригодности ВКБ-приближения 
в окрестности точки поворота можно объяснить тем, что преоб- 
разование (14.34) имеет особенность в этой точке. _Согласно фор- 


мулам преобразования Лиувилля—Грина, p ~ У. Поскольку 
функция 9, обращается в нуль в точке поворота, то и функция ф 
в этой точке также должна обращаться в нуль. Поэтому пред- 
ставление (14.35) становится непригодным в окрестности точки 
поворота, так как оно содержит деление на нуль. Следовательно, 
для того чтобы получить равномерно пригодное разложение, 
мы должны найти преобразование, регулярное всюду в интересу- 
ющем нас интервале. В частности, функция\р в этом интервале дол- 
жна быть регулярной и не иметь нулей. Кроме того, из формулы 
(14.40) следует, что аналогичными свойствами должна обладать 
и функция $’ (2). Исходя из этого, положим 


Mai = $" 5 (2), (14.87) 
так что (14.41) принимает вид 
dy 
x +b) v= в, (14.88) 


и постараемся подобрать по возможности наиболее простую по 
форме функцию € (2), которая вместе с тем привела бы к преобра- 
зованию, не содержащему особенностей. Для того чтобы функция ф’ 
была регулярной и не имела нулей в рассматриваемом интервале, 
функция 5 (2) должна иметь особенности и нули того же порядка, 
что и функция 91. 

Пусть, в частности, функция 4: (x) регулярна и имеет един- 
ственный нуль первого порядка (простая точка поворота), как, 
например, функция 1 — х3. Тогда функцию 6 (2) надо тоже вы- 
брать так, чтобы она была регулярна и имела один простой нуль. 
Простейшей функцией, удовлетворяющей этим требованиям, яв- 
ляется функция 6 (2) = 2. Если 4, (x) регулярна и имеет един- 
ственный двойной нуль в интересующем нас интервале (т. е. в этом 
интервале существует точка поворота второго порядка), то и 
функция 5 (2) должна быть регулярной и иметь один двойной 
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нуль. Простейшей функцией этого типа является функция 6 (2) = 
= 22. В случае точки поворота n-ro порядка, когда функция 41 (x) 
регулярна и имеет единственный нуль порядка n, в качестве 
функции 6 (2) следует выбрать функцию 2". Если, наконец, 4, (x) 
имеет два нуля в точках х = au x= (65 > а) порядка тип 
соответственно, то полагают 6 (2) = 2" (1 — 2)". 

Существует еще одна причина, по которой происходит наруше- 
ние точности ВКБ-приближения и преобразования Лиувилля— 
Грина. Слагаемое би в уравнении (14.45) мало по сравнению с дру- 
гими членами уравнения только вдали от точки поворота. В самой 
же этой точке функция 6 (2) имеет особенность и, следовательно, 


т +u=0 


в противоречии с нашим исходным предположением не является 
уже главной частью преобразованного уравнения. Так, в примере, 
рассмотренном в предыдущем параграфе, 4: = | — №, и в соот- 
ветствии с (14.43) и (14.44), 


= 01212 (х — ПИ], @" =O(R(x—1)) при x>1l и Ао. 
При этом из формулы (14.42) следует, что 
р 1 
[т] при х>1, А <. 

Следовательно, коэффициент 6 будет мал по сравнению с единицей 
при ^ -> co только при x, далеких от 1, т. е. вдали от точки 
поворота. Таким образом, чтобы убедиться в равномерности полу- 
чающегося в результате разложения, необходимо проверить, 
всегда ли отброшенные члены преобразованного уравнения будут 
малы по сравнению с оставшимися. 

Остановимся подробнее на случае простой точки поворота, 
когда функция 49, в рассматриваемом интервале имеет единствен- 
ный простой нуль, а функция 6 (2) должна быть регулярной в этом 
интервале и иметь в соответствующей точке единственный про- 
стой нуль. Простейшими функциями этого типа являются функции 
¢ = +2. Ниже мы используем функцию 5 = —2, для того чтобы 
преобразованное уравнение имело форму стандартного уравнения 
Эйри (14.86). Иначе говоря, запишем соотношение (14.87) в виде 


ФФ" = 4, (14.89) 


поскольку, согласно первой из формул (14.34), г = g. Извлекая 
квадратный корень из обеих частей (14.89), получаем уравнение 


"= АУ 9 ©), 
которое после разделения переменных приводится к виду 
yl? dp = + у —9 (x) de. 
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Интегрируя это уравнение, имеем 


2 г 
= ал [Уч War, 


где буквой т обозначена переменная интегрирования. В качестве 
нижнего предела интегрирования удобно выбрать координату 
точки поворота. Пусть это будет, например, точка х = в. Тогда 
можно записать окончательно 


х 


2 Я а ть 
4 2 =F git 4h fi —9, (1) dt. (14.90) 
и 
Из уравнения (14.89) следует, что 
"= Ven 
и, следовательно, в соответствии с уравнением (14.10) 
Аи (м. (14.91) 


Как уже отмечалось выше, общее решение уравнения (14.86) 
выражается через функции Эйри в виде 


о (г) == 6, Ай (2) + @Bi (2). (14.92) 
Подстановка выражений (14.91) и (14.92) в формулу (14.35) дает 
y ~ 24 (—g,)-" [c,Ai (2) + ВИЗ), (14.93) 


при этом множитель A-!? включается в постоянные с, и Co. 

Проверим теперь регулярность преобразования (14.34) и по- 
рядок величины слагаемого 6, отброшенного в преобразованном 
уравнении (14.41). Поскольку предполагается, что и — простая 
точка поворота, то 4, = О (x — и) при x— в. При этом из соот- 
ношения (14.90) вытекает, что 


Ft th | (gi wea) + de ~ 
и 


why GW) fe и = BA a — в). 
и 


Следовательно, 
ф =O [123 (х — в)] 
и Фф = O (74) при x p, A> oo. 
Наконец, 
p=Vo =O) при xp, A> о, 

что и доказывает регулярность преобразования всюду, включая 
точку поворота. Подставляя полученные выше оценки в соот- 
ношение (14.42), находим, что 5 = О (A-*3) равномерно относи- 
тельно х. Это означает, что слагаемое бо будет мало по сравнению 
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с членами, оставленными в уравнении (14.86), при всех значе- 
ниях х. Таким образом, единое асимптотическое представление 
(14.93), в котором z дается соотношением (14.90), оказывается 
справедливым всюду, включая точку поворота. 


14.7. Задачи на собственные значения для уравнений 
с точкой поворота 


В этом параграфе мы применим полученные выше результаты 

к двум задачам на собственные значения. Сначала мы рассмот- 
рим задачу 

У — x3) y = 0, (14.94) 

у (0) = 0, y+ 0 при x-— о, (14.95) 

которая является прототипом задач, встречающихся в квантовой 


механике. Здесь 4, = | — х3, так что соотношение (14.90) прини- 
мает вид 


== [у в-Га. (14.96) 


В формуле (14.96) выбран положительный знак перед квадратным 
корнем, с тем чтобы 2 было положительно при x > 1. Поэтому 
при х-» oo, 2-» 6o, и решение (14.93) в соответствии с асимпто- 
тическими представлениями (14.75) и (14.77) будет вести себя как 


3 1-14 | 
И ete og 2) при ae eo. 
Ил 


2 
Поскольку ехр [3-22] стремится к бесконечности намного 


быстрее, чем стремится к нулю множитель (x* — 1)-'/4 при х-> oo, 
то из условия ограниченности решения (т. е. второго из условий 


(14.95)) следует, что с, = 0. Таким образом, соотношение (14.93) 
принимает вид 


у^ 


Y¥ ~ аа! (x8 — 1)-1\ Ai (2). (14.97) 
Подчиняя решение граничному условию y (0) = 0, имеем 
си [2 (0)]'4 Ай [z (0)] = 0, 
откуда с учетом требования нетривиальности решения находим 
Ai [2 (0)] =0. (14.98) 


Поскольку г является функцией A, корни уравнения (14.98) дают 
нам искомые собственные значения. Из соотношения (14.96) 
следует, что 


о i 
= [2(p2 = [Ув 1 dt th Jv 1 — 8 dt, 
1 


0 
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Таблица 14.3 


Сравнение приближенных значений собственных чисел, 
подсчитанных по методу возмущений, с точными численнымн 


значениями 
Toderbennoro числа 1 2 3 4 
Метод возмущений 2.892 6.535 10.27 14.00 
Численное значение 2.807 6.540 10.27 14.00 
откуда 
4 1 2,3 
2(0) = = fv T= “| ь (14.99) 
6 


Следовательно, г (0) -- —oo при 4 -» -- со и в соответствии с асим- 
птотическим представлением (14.76) мы получаем оценку 


АЕ (0) ~ РОТ sin {+ [2 (0)? + = }. (14.100) 


Подставляя (14.99) и (14.100) в уравнение (14.98), имеем 


1 
sin] 7 =a а |= 
0 

Решения этого уравнения имеют вид 


1 
А [ут Вира =ил, n=0,1,2..., 
0 
1 —1 
или м (и) [v7 —в «| : (14.101) 
0 


Таким образом, собственные функции даются формулой (14.97), 
где г определяется соотношением (14.96), а собственные числа A, — 
формулой (14.101). 

В табл. 14.3 приведены для сравнения собственные числа, под- 
считанные по приближенной формуле (14.101), и собственные 
числа, полученные с помощью численного интегрирования урав- 
нения (14.94) и использования итерационного метода Ньютона— 
Рафсона. Совпадение оказывается очень хорошим, даже в самом 
неблагоприятном случае, т. е. для наименьшего собственного 
числа A, = 2,807. При этом относительная погрешность опреде- 
ления первого’? собственного числа составляет 3 %, второго — 
0,08 %.: Третье: же собственное значение вычисляется по асимпто- 
тической формуле (14.101) с четырьмя верными знаками. 
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В качестве второго примера рассмотрим задачу 
y  +V(lL—x)y =0, (14.102) 
у (0) = 0, y (1) =0, (14.103) 
возникающую при расчете теплообмена в плоском канале в слу- 
чае полностью развитого ламинарного течения. При этом 9, = 
= | — x*, так что уравнение (14.102) имеет две точки поворота: 
одну при x = 1, а другую при x = —1. Однако в промежутке 
интегрирования находится только одна точка поворота, а именно 
x =1. Поскольку задача решается на конечном промежутке, 
удобнее выразить решение уравнения Эйри не через функции 
Эйри, а через функции Бесселя. 
Выбирая функцию 65(2) равной 2, полагаем 


№2 (1 — x) = "9, (14.104) 
так что преобразованное уравнение с отброшенными малыми сла- 
гаемыми принимает вид 


gr | 20 = 0. (14.105) 
Решение уравнения (14.104) запишем как 
x 
Smal gta —afyT—Pdr=aH. = (14.106) 
1 


В формуле (14.106) выбран знак минус перед квадратным корнем 
с тем, чтобы г было положительно прих Е [0, 1]. Общее решение 
уравнения (14.105) можно представить через функции Бесселя 
порядка 1/3 (см. упражнение 14.3). В результате имеем 
v=¥2 [ads (+ 22) + в (3-2) ]. (14.107) 
Из уравнения (14.104) следует, что 
yp =Ag2#yYT—x, 
и поэтому в соответствии с (14.40) 
p= ^1/22—1/4 (1 — х2)!\. (14.108) 
Подставляя теперь выражения (14.107) и (14.108) в формулу (14.35) 
и используя соотношение (14.106), получаем окончательно 
y ~ HY? (1 — x?)-"4 [аи (АН) + Codi /3(AH)}. (14.109) 
Для того чтобы подчинить решение граничному условию y (1) = 


= 0, необходимо вычислить предел выражения (14.109) при х—=1. 
С этой целью заметим, что при х-» | 


1 1 
H= {yl — 4—2 [(1 — ti? dt = 2 — xp, 
x x 
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Кроме того, из упражнения 13.20 следует, что 
Лиз = 0(H"*), Лз=0(Н!3) при Н-0, 
и, следовательно, 
Л =0(1— 4х), Лзв=0(1—х)? при х= 1. 
Таким образом, 
y= 0 4(1 — x4 (1 — x)“ fey (1 — x)? (1 4), 
или у = С, О (1) + с20 (1 —х) npn xl. 


Это означает, что мы можем удовлетворить граничному условию 
у (1) = 0 только при с: = 0, так что соотношение (14.109) прини- 


мает вид 
у ~ CoH? (1 — x?)—"4 Jy 73 (АН). (14.110) 
Удовлетворяя второму граничному условию у (0) = 0, получаем, 
что собственные значения A, должны быть корнями уравнения 
1 
Jus ри — 1? dt = 0, 
или 


doe (4) =0. (14.111) 


Поскольку А велико, можно воспользоваться асимптотическим 
представлением функций Бесселя при больших значениях ар- 
гумента 


Jij3 (2) ~ V = c0s (z — +) при 2— со 


(см. упражнение 13.20). При этом вместо уравнения (14.111) имеем 


cos (2 — =F — 0, или = ( +4), 


weed, Ty Zin os 


Таким образом, собственные функции даются формулой (14.110), 
а собственные числа определяются соотношением 


Ay =4(n +45). (14.112) 


В табл. 14.4 приведены для сравнения собственные числа, подсчи- 
танные по приближенной формуле (14.112), и собственные числа, 
полученные с помощью численного интегрирования исходного 
уравнения и использования итерационного метода Ньютона— 
Рафсона. Совпадение результатов оказывается очень хорошим, 
даже для наименьшего собственного числа, приближенно равного 
3.6723. Как и следует ожидать, точность приближенной формулы 
быстро растет с увеличением номера собственных чисел. Так, 
уже пятое приближенное собственное значение имеет пять вер- 
ных значащих цифр. 
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Таблица 14.4 


Сравнение приближенных значений собственных чнсел, 
подсчитанных по методу возмущений, с точными численными 
значениями 


Порядковый номе 
coteraeuuoro числа 1 2 3 4 5 6 


Метод возмущений 3.6667 7.6667 11.6667 15.6667 19.6667 23.6667 
Численное значение 3.6723 7.6688 11.6679 15.6675 19.6673 23.6672 
Ошибка (%) 0.152 0.027 0.010 0.005 0.003 0.002 


Упражнения 


14.1. Рассмотреть уравнение Бесселя порядка 1/2 
1 
2 й ОЕ = 0. 
мун + (#8) y= 0 


Ввести преобразование, исключающее первую производную, и получить урав- 
нение 


и" и= 0. 
Показать также, что 


—1/2 


Л (Хх) =х (1 Sin x + Cy cos x), 


14.2. Рассмотреть общее дифференциальное уравнение Бесселя 
x0" + x0’ + (x? —v) C= 0 
для цилиндрических функций Cy (x). Положив x = yz? и by = 2 Ви (2), или 
и, (yh), 


далее показать, что функция и удовлетворяет дифференциальному уравнению 


oe + (2a — 2Bv + 2 + [82228 + а (a — 2%8)] и = 0. 


dz? 
14.3. Рассмотреть уравнение Эйри 
2, 
as +2 = 0. 


Используя результаты предыдущего упражнения, выразить общее решение 
этого уравнения через функции Бесселя дробного иидекса 


и=У: [в (+ 24 + Co 1/3 (+ | . 
Указанне: Представить уравнение в виде 
4?и 
423 
Сравнить это уравнение с уравиеиием из упражнения 14.2, положив 
2a — 2vB = 1, py? = 1, 
28 = 3, a (a — 2vp) = 0. 


а + 23и = 0. 
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14.4. Используя результаты упражнения 14.2, показать, что общее решение 
уравнения 

du 

z= +27=0 
может быть представлено в виде 


в [uty ( ии") + eal» ( 2 arse) ] , 


n+2 
где V = (п + 2)-1. 
14.5. Рассмотреть задачу на собственные значения 


ety” + (2 -- 2х + 2 у=0, e<l, 
у (0) = 0, y(I)=0. 


n+2 


Показать, что 
1 


1 НН 
ия | И + 2х +2 ах. 
о 


14.6. Показать, что большие по номеру собственные числа краевой задачи 
a" + MF (x) u = 0, F@>0, 
и (0) = 0, и (1) =0 
даются приближенной формулой + 
Аи = пя | УГ a| 
0 
14.7. Показать, что большие по номеру собственные числа краевой задачи 


u" + MF (x) a= 0, f@>0, 
u (0) = 0, ua’ (1 =0 
даются приближенной формулой 


1 -1 
1 = 
№ = (1+) № (*) «| : 
о 
14.8. Рассмотреть задачу о собственных значениях вида 
у Му = 0, 


y (1) = 0, у (2) = 0. 
Показать, что 


hn = ми. 


14.9. Показать, что большие по номеру собственные числа краевой задачи 
u” + № (x) u= 0, F(x)> 0, 
и' (а) =0, u(b)=0, b>a 

даются приближенной формулой 


ь —1 
hem (net) ига. 
14.10. Рассмотреть задачу ° 
y+ (l— x) y=0, 
y' (0) = 0, y (1) = 0. 
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Показать, что собственные числа с большим номером описываются приближен- 
ным соотношением 


№ =4 (" + == 
14.11. Применить метод BKB непосредственно к уравнению 
xy" ty М (1 — Фу=о, А» 1. 
Указать область применимости полученного приближения. 


14.12. Рассмотреть краевую задачу, описывающую теплообмен в плоском ка- 
нале при полностью развитом турбулентном течении, 


има — x) F(x) y= 0, 
у (0) = 0, y (I) = 0, 
где | (x) = f (—x) > 0 при x [0, 1]. Показать, что 


1 — 
№ = (0 +45 «| [vr=aree . 
0 


14.13. Рассмотреть задачу из предыдущего упражнения при краевых условиях 
у (0) =0, y(l)=0. 


1 —1 
5 — 
dn= (" +—r)* | УП тя «| * 
0 

14.14. Рассмотреть уравнение 

И-М (1 — x)? = 0. 
Показать, что при A—> соих>> —1 имеет место асимптотическое представление 

уни (1—2) Fed ig (АН) + Cod 14 (АН), 


Показать, что 


где 
x 


1 
= — 1 dt=x—1— —— (x— 1)8. 
H ja Ех 
14.15. Рассмотреть уравнение 
и q(x) y= 0, 
где 9 (и) =9' (4) = 049" (в) 52 0. Показать, что при A—> со имеет место асимп- 
тотическое представление 
y~ HYG "4 Ted ig (MEH) + Cod 14 (АН), 
где 


х 
= | Ичах. 
й 
14.16. Рассмотреть уравнение 


ey” + (2х + Пу + 2у= 0, О<ЕХ 1. 


Провести преобразование, исключающее средний член уравнения, а затем при- 
менить к полученному уравнению метод ВКБ. 
14.17. Рассмотреть уравнение 


ey” + (2x+ 1) y' 2 = 0, 0о<Е< 1. 


Представить решение в форме у = exp [2716 (x, е)] и найти два члена разло- 
жения функции G. 


‚Глава 15 


УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ 


В процессе использования методов возмущений, и в частности 
метода многих масштабов, нередко возникают совокупности за- 
дач, которые должны решаться последовательно, одна за другой. 
При этом задача первого порядка обычно оказывается однород- 
ной, в то время как задачи высших порядков будут неоднород- 
ными, но линейными. Для того чтобы получить зависимость ре- 
шения от медленных переменных, нам необходимо исследовать 
задачи высших приближений, после чего функции медленных 
переменных подчиняются условиям, позволяющим преобразовать 
асимптотическое разложение в равномерно пригодное. В простых 
задачах о нелинейных колебаниях указанный процесс приводит 
к ксключению секулярных членов и членов с малыми знаменате- 
лями. В задачах с одной степенью свободы такая операция вы- 
полняется легко. Все, что мы должны при этом сделать, — это 
положить равными нулю коэффициенты при тех слагаемых, ко- 
торые порождают соответствующие секулярные члены. Однако 
для динамических систем со многими степенями свободы, которые 
описываются несколькими связанными между собой дифферен- 
цнальными уравнениями, уничтожение секулярных членов пред- 
ставляет собой несколько более сложную задачу. Эта задача и ее 
приложения к динамическим системам с двумя степенями свободы 
составляют содержание первой части настоящей главы. 

В других задачах неравномерность получаемых разложений 
проявляется в том, что мы не можем удовлетворить всем гранич- 
ным условиям. Такую несогласованность удается устранить тслько 
наложением некоторых условий, называемых условиями раз- 
решимости (иначе условиями согласования, интегрируемости 
или совместности). Ниже эти условия выведены для случая 
неоднородного дифференциального уравнения второго порядка 
при различных краевых условиях. Полученные результаты ис- 
пользуются затем при решении двух простых задач на собствен- 
ные значения, задачи о волнах в канале с волнистыми стенками и 
задачи о колебаниях мембраны, близкой по форме к круту. 
В $ 15.10 и 15.11 выведены условия разрешимости для случая 
неоднородного уравнения четвертого порядка при различных 
краевых условиях. Эти результаты применяются затем еще к двум 
задачам, одна из которых возникает в теории устойчивости по- 
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граничного слоя, а другая — при рассмотрении колебаний пла- 
стин, близких по форме к круговому кольцу. Далее, в § 15.12 
с помощью развитой теории решается вырожденная задача на 
собственные значения. В $ 15.13 рассматривается система диф- 
ференциальных уравнений специального вида. Краевые задачи 
для систем дифференциальных уравнений первого порядка об- 
щего вида изучаются в $ 15.14. $ 15.15 посвящен рассмотрению 
краевых задач для дифференциальных уравнений с внутренними 
граничными условиями. В $ 15.16 рассматриваются интегральные 
уравнения, ав § 15.17 — краевые задачи для дифференциальных 
уравнений с частными производными. 


15.1. Алгебраические уравнения 


Рассмотрим прежде всего систему двух алгебраических урав- 
нений: 
X,— %, = by, (15.1) 
2x, — 2х, = by. (15.2) 
Очевидно, что эта система не имеет решения, если только не 
выполнено условие 6, = 26,. В самом деле, умножив первое урав- 
нение на 2, получим 
2x, — 2х. = 26.. (15.3) 
Сравнивая уравнения (15.2) и (15.3), мы приходим к выводу, что 
для совместности уравнений (15.1) и (15.2) необходимо, чтобы 
$, = 2b,. Если В, 5- 26;, то уравнения (15.1) и (15.2) оказыва- 
ются противоречивыми, и, следовательно, у системы (15.1), (15.2) 
решений нет. Если же 6, = 2b,, то уравнения (15.1) и (15.2) 
будут линейно зависимы, и фактически имеем лишь одно исходное 
уравнение. Например, можно решить любое из уравнений (15.1), 
(15.2) относительно х,, записав 
ж = м — dy. (15.4) 
В этом случае значение x, остается произвольным, и, следова- 
тельно, имеем бесчисленное множество решений исходной системы. 
Если положить в уравнениях (15.1), (15.2) 5, = 0 и рассмо- 
треть возникающую при этом однородную систему уравнений 
х — x, =0, 
2x, — 2х. = 0, 
то нетрудно видеть, что эта система имеет нетривиальное решение 
ж =. : 
Видоизменим систему уравнений (15.1), (15.2) так, чтобы 


однородная система не имела нетривиальных решений. Рассмотрим, 
например, систему 


яж = by, (15.5) 
2х, + 2x, = by. (15.6) 
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Умножение уравнения (15.5) на 2 дает 


2х, — 2х, = 2b. (15.7) 
Складывая уравнения (15.6) и (15.7), получаем 

4x, = b, + 26,, 
а вычитая (15.7) из (15.6), получаем 

4x. = by — 2b. 


Следовательно, система уравнений (15.5), (15.6) имеет решение 
1 1 
Хх: = — (№ ++ 2b), & == (6, — 26), 


существующее при любых значениях Db, и by. В этом случае од- 
нородная система, соответствующая (15.5), (15.6), а именно система 


ж — х: = 0, 
2х, + 2x, =0 


обладает лишь тривиальным решением. В случае системы (15.1), 
(15.2) для существования решения требуется подчинить посто- 
янные 6, и be условиям разрешимости, а соответствующая од- 
нородная система может иметь нетривиальное решение. В случае 
системы (15.5), (15.6), напротив, неоднородная система не требует 
наложения никаких условий на 6, и 6, для своей разрешимости, 
а соответствующая однородная система должна иметь только три- 
виальное решение. 
Далее, рассмотрим систему третьего порядка 


ж + 2х, — Зж = by, (15.8) 
— 2х, + X_ + ж = в, (15.9) 
3x, + x2 — 4x5 = bs. (15.10) 
Сложение уравнений (15.9) и (15.10) дает 
х, + 2x, — 3x, = № + bs. (15.11) 


Сравнивая уравнения (15.8) и (15.11), замечаем, что они совме- 
стны только при условии 


bg + bs = by, 
которое и представляет собой требуемое условие разрешимости. 
При этом уравнения системы (15.8)—(15.10) оказываются ли- 
нейно зависимыми, и для нахождения решения достаточно ис- 
пользовать любые два из них. 
Например, из уравнений (15.8) и (15.9) можно выразить х; и х» 
через х.. В результате имеем 


7 J 
M=t%tL—%), m= +2 (246), (15.12) 
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причем значение Xs остается произвольным; следовательно, си- 
стема (15.8)—(15.10) при выполнении условия разрешимости 
имеет бесчисленное множество решений. К условию разреши- 
мости 6, — 6, = 6; можно прийти иначе, подставив решение (15.12) 
в уравнение (15.10). Однородная система, соответствующая (15.8)— 
(15.10), имеет нетривиальное решение x, = х, = Xz. 
Приведенные рассуждения показывают, что в случае, если 
однородная система имеет нетривиальное решение, неоднородная 
система имеет решение тогда и только тогда, когда правая часть 
удовлетворяет условию разрешимости. Покажем это теперь для 
системы линейных алгебраических уравнений общего вида 


Ax =b, (15.13) 


где А представляет собой квадратную матрицу порядка М, a x 
и b — вектор-столбцы с N компонентами. Эта система имеет 
единственное решение при произвольных правых частях Ь тогда 
и только тогда, когда однородная система 


Ax=0 (15.14) 


обладает только тривиальным решением. Если у однородной си- 
стемы существует нетривиальное решение, то неоднородная си- 
стема не имеет решений, если только компоненты вектора Ь не 
удовлетворяют специальным условиям разрешимости. В принципе 
эти условия разрешимости можно получить с помощью процесса 
исключения неизвестных. Другой способ получения условий раз- 
решимости состоит в использовании так называемой расширен- 
ной матрицы В. Матрица В представляет собой М X (N + 1) 
матрицу, получающуюся добавлением столбца by, by, ..., by 
к так называемой матрице коэффициентов А. Таким образом, 
если матрица коэффициентов имеет вид 


аи Ap An 
a a wae ee 
A= 21 22 2N : (1 5.1 5) 
_@м Gyo +--+ Onn 


4 Ae. any by 
a. a. Bow ' 6, 

в=| 7 22 2N |. (15.16) 
ам @м ... Gyn by 


При этом условие разрешимости можно сформулировать следу- 
ющим образом: система линейных алгебраических уравнений имеет 
решение тогда и только тогда, когда ранг расширенной матрицы В 
совпадает с рангом матрицы коэффициентов А. 
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Отметим, что однородная система имеет нетривиальное ре- 
шение тогда и только тогда, когда определитель матрицы коэф-. 
фициентов обращается в нуль, т. е. 


[A| =0. 


При этом ранг матрицы А меньше М, и поэтому ранг матрицы В 
тоже меньше №. Следовательно, определитель любой квадратной 
матрицы N-ro порядка, образованной из матрицы В вычеркиванием 
одного из столбцов, должен равняться нулю. Любое такое условие, 
например, 


@12 Ay ... Gy bh 
@22 Ag . аз 6 =v) (15.17) 
ам» @мз ayn by 


дает некоторое условие разрешимости. Это условие разрешимости 
можно интерпретировать еще и по-другому. Если | А] == 0, то 
для нахождения решения хи, Xo, .... Хм можно использовать 
правило Крамера. Например, 


b) а» аз «+. Gn 

65 а gg aan 

— | on @м№ ам... @мм 
AL $ (15.18) 


Если |A| =0, то, как видно из формулы (15.18), x, обращается 
в бесконечность. Следовательно, система уравнений (15.13) не- 
разрешима, если только одновременно не обращается в нуль и 
определитель в числителе дроби (15.18). При этом мы имеем не- 
определенность вида 0/0. 

Условие разрешимости системы (15.13) в случае, когда соответ- 
ствующая однородная система обладает нетривиальным реше- 
нием, можно выразить еще и следующим образом. Рассмотрим век- 
торное уравнение, транспонированное по отношению к уравне- 
нию (15.13), и умножим его справа на вектор-столбец и, где черта 
сверху означает комплексное сопряжение, а так называемый 


сопряженный вектор-столбец и определяется ниже. В результате 
имеем 


(Ax)" u = btu, (15.19) 


412 Гл. 15. Условия разрешимости 


где верхний индекс Т означает операцию транспонирования, т. е. 


аи ар... Ayn | ад ал... Ant 
аз а ss @м _ | %2 Ge «+ Ong 
= ,’ 

any ano ore Qnn Qn ам ея ann 

т 

bs 

2] = № ... Вы. 

by 


Поскольку (Ax)* = хтАт, соотношение (15.19) можно переписать 
в виде 


х"Ати = ти. 
Следовательно, 
хтАти = bu, 
или х"А*и = bru, (15.20) 


где матрица А* = Ат представляет собой матрицу, сопряженную 
к матрице А. Матрица А называется самосопряженной, если 
А* =A, т. е. такая матрица будет либо эрмитовой, либо сим- 
метричной, в зависимости от того, является ли она комплексной 
или вещественной. Если однородная система (15.13) имеет нетри- 
виальное решение x, то | А| = |А*| =0. Последнее равенство 
означает, что однородная система 


Аи =0 (15.21) 
имеет нетривиальное ‘решение. 


Определив вектор и как решение однородной системы (15.21), 
обратимся вновь к неоднородной системе (15.13), т. е. к случаю 
Ь #0. Подставляя соотношение (15.21) в (15.20), получаем сле- 
дующую форму условий разрешимости: 


btu =0, (15.22) 


где и — любое решение сопряженной системы. Иначе говоря, 
условие разрешимости требует, чтобы правая часть системы 
(15.13) была ортогональна к любому решению однородной со- 
пряженной системы. 


Если определить внутреннее произведение вектор-столбцов и 
иу как 


(и, У) = иту, (15.23) 
то соотношения (15.19) и (15.20) можно переписать в виде 
(Ах, и) = (х, А*и) = (Ъ, и), (15.24а) 
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а соотношение (15.22) — в виде 
(b, и) = 0. (15.246) 
Хотя мы показали только необходимость условия (15.246), 
на самом деле оно является и достаточным условием разрешимости 
системы (15.13). 
Рассмотрим в качестве примера систему (15.8)—(15.10). В этом 


случае 
12-3 
A={|-2 1 1], (15.25) 
О 


1—2 3 
ды 9 Ш 1 (15.26) 
ag 1 =4 


и А* = Ат, поскольку матрица А вещественная. Далее, соп- 
ряженная система имеет вид 


1 —2 3 uy 
2 1 1 из | =0, (15.27) 
—3 1 —4 из 


или 
и — 2u, + Зи: = 0, (15.28а) 
Qu, + из + из =0, (15.286) 
— Зи; + из — 4us = 0. (15.28в) 


Система уравнений (15.28) имеет нетривиальное решение, 
поскольку таким свойством обладает система (15.8)—(15.10). 
Умножая уравнение (15.286) на 2 и складывая с (15.28а), имеем 


би, + 5u, = 0. 
В то же время вычитая из уравнения (15.286) уравнение (15.28в), 
имеем снова 

5u, + 5us = 0. 


Следовательно, из = —u,. При этом из уравнения (15.286) вы- 
текает, что и, = —u,. Таким образом, сопряженная задача имеет 


решение вида 
1 
и=с| —1 | 
—1 


Подчиняя теперь вектор 6 условию ортогональности к решению 
однородной сопряженной системы, находим, что условие разре- 
шимости имеет вид 

b, — bk — В =0, 
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что полностью согласуется с условием, полученным выше с по- 
мощью исключения неизвестных. Заметим, что условие разре- 
шимости в форме (15.17) удобно для применения, и поэтому мы 
будем часто использовать его в дальнейшем. 

Применим теперь полученные выше результаты к двум зада- 
чам о колебаниях гироскопических систем с двумя степенями 
свободы. 


15.2. Нелинейные колебания гироскопических систем 
с двумя степенями свободы 


Рассмотрим свободные колебания гироскопической системы 
с двумя степенями свободы с учетом квадратично нелинейных 
возвращающих сил. Такая задача сводится к исследованию 
системы уравнений 


и, + Quy = 2щ1и», (5.29) 
tig — thy + Quy = ut | 


при малых, но конечных амплитудах. 
Будем искать равномерное разложение с помощью метода 
многих масштабов в виде 


Uy = ги (То, Ty) + г?» (То, Ti) +... , 
из = виз: (То, Ty) + ги» (To, Ti) + --- , 
где То = t, Т, = Ёи = — малый безразмерный параметр, харак- 
теризующий амплитуду колебаний. Подставляя разложения 
(15.30) в уравнения (15.29) и используя соотношение (5.45), по- 
лучаем 
(Dg -}- 2eDoD;) (вии + ешь) + (Do + г) (e121 + e722) + 
2 (вил + 2?ило) ++ + = 2 (ви + O72) (Ca, + Oa) + °°, 
(De - 20.0!) (гул + ©" tu) = (Do #0!) (eun +- 22) + 
+ 2 (виза + #22) + +++ = (ви + 272)? + > +>. 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях = в обеих 
частях этих уравнений, имеем 
для порядка e: 


(15.30) 


Dour + Бои» + ии =0, (15.31a) 
Буи» — Dotti, + Зи = 0; (15.316) 
для порядка =?: 
Dottig + ии» + Эш» = —2Робши — Dua, + Зиииа, 
зи» — Dotti + и = —2 Роба + Diu + ий. (15.32) 
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Уравнения (15.31) образуют систему двух дифференциаль- 
ных уравнений с постоянными коэффициентами. Следовательно, 
их решения можно получить, полагая 

Uy, = с, exp (То), из = Cz exp (i@ То). (15.33) 
Подстановка (15.33) в уравнение (15.31) дает 
(2 — ©?) с, + iwc, = 0, 
—iwc, + (2 — @’) с, = 0. (15.34) 
Для Toro чтобы существовало нетривиальное решение системы 
(15.34), определитель матрицы ее коэффициентов должен обра- 
щаться в нуль, т. е. 
2 -- w? iw 
№ 2-0] 
Следовательно, 
(2 — ow)? — в? = 0, 
или o! — 50? + 4 = (w? — 4) (o? — 1) = 0, 
откуда © = 1 и о = 2, если рассматривать только положитель- 


ные частоты. При w = | из первого из уравнений (15.34) следует, 
что 


GQ @. =0, или C= ity. 
При » = 2 из того же уравнения имеем 
—2c, + 2%, =0, или Cy = —icy. 

Следовательно, общее решение системы (15.31) можно записать 
в виде и 

ин = Ay (Ty) eT 4- A, (Ty) e-!7 + Ay (Ty) eT -- Ag (Ty) ето, 

из = 1A, (Ту) ее — iA, (Ty) e~!7 — А, (Туре? То + ГА, (Ty) e270, 

(15.35) 

Как и в случае колебательной системы с одной степенью свободы, 
амплитуды A, и A, нельзя определить на этом этапе итерацион- 
ного процесса. Они будут определены на следующем этапе из 
условий разрешимости неоднородной задачи. 


Подставляя решения (15.35) в систему уравнений (15.32), 
имеем 


Dhttr2 + Dolton + шо = —е"* — 4iAge™*™ — iAje’™? + 
pidge’? +. (к. с.) + 2 (Але "* + Aye! + 
+ Аъе?Ть -|- Aye-2!7e) ({АлеТо ae! 
—iAye—iTs — iAge2iTe + iAge-2!70), 

Пи» — Dotti2 + из = Але" ° — 4 зе" -|- Ape’? + 
Age™ 4 (к. с.) + (Але"° + Дет" -- 
+ AgeriTe 4. Aye-2!To)?, 


416 Гл. 15. Условия разрешимости 


После некоторых преобразований и упрощений последняя 
система примет вид 


Dotti2 + Бош» + шо = —i (3A; + 4 АА) ef? + 
+i (—3A2 + 241) 77 + (к. с.) + (H.C. Ч.), 
(15.36) 
Би» — Dottin + Зи = (ЗА! + 2A2Ai) e'7* + 
+ (343 - Af) e?!7* + (к.с.) + (H.C. 4). 
(15.37) 


Поскольку однородная система, соответствующая (15.36), (15.37), 
имеет решения, пропорциональные exp (Ту) и exp (+2i7,), 
слагаемые в правых частях, пропорциональные этим экспонентам, 
порождают в решении Wyo, Ugg секулярные члены. Заметим, что 
правая часть каждого из уравнений (15.36) и (15.37) содержит 
слагаемые, пропорциональные exp (То) и exp (+2i7)), и поэ- 
тому нет необходимости полагать коэффициент при каждой из 
этих экспонент в обоих уравнениях равным нулю. Более того, если 
бы мы поставили такое условие, то получили бы четыре несовмест- 
ных комплексных уравнения относительно A, и А». Поэтому для то- 
го чтобы уничтожить секулярные члены (т. е. чтобы найти соответ- 
ствующие условия разрешимости), будем искать частное решение, 
не содержащее резонансных слагаемых, соответствующих exp (iT) 
и exp (2i7,), в виде 


Uyg = Р. (Ти) еТь + Py (Ty) ето, 
Ure = Qy (Г) е Те + Qa (Ty) е? То. (15.38) 


Подставляя решения (15.38) в уравнения (15.36), (15.37), 
имеем 


(Pi + iQu) e'7* + (—2P2 + 29) e*!7* = —i(3Ai + 4A42A1) x 
хе" 45 (—345 + 241) е“"°, 
(—Р, + Qi) e'7* + (2, — 20.) e!7* = (ЗА! + 2А,А,) х 
хе" 4 (—345- 4?) е*"®. 


Приравнивая коэффициенты при каждой из экспонент в обеих 
частях полученных уравнений, находим 


P + iQ; = — (ЗА; + 442Ai), (15.39a) 
—iP; + 9, =34;: + 2AcAi, (15.396) 
—2P, + 20, = i(—3A3 -+ 247), 


р 15.40 
—2Р, — 20, = —3A} 4+ A}. ( ) 
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Уравнения (15.39) образуют неоднородную систему двух линей- 
ных алгебраических уравнений относительно P, и 0,. Соответ- 
ствующая однородная система имеет нетривиальное решение, 
так как определитель матрицы ее коэффициентов равен нулю: 

li 
— 1 
При этом условие разрешимости системы (15.39) может быть за- 
писано в одной из двух форм: 


1 ~-i (3A; + 442A, i (ЗА! -|- 4454,) i 
— ЗА, + 240A, ЗА АА, 1 


В двумерном случае оба этих условия приводят к одному и тому же 
результату, но в случае систем более высокой размерности это, 
вообще говоря, не так. В настоящем случае оба равенства экви- 
валентны условию вида 


= 0. 


'|=o или 


Aj = —AdA}- (15.41) 


Аналогичным образом, определитель системы (15.40) равен нулю, 
и эта система имеет решение тогда и только тогда, когда выпол- 
няется следующее условие разрешимости: 


—2 1(—345 +241) 
—# ЗА А | 
равносильное уравнению 


А;=-- 4}. (15.42) 


Уравнения (15.41) и (15.42) описывают модуляцию амплитуд А, 
и Ag, т. е. их изменение с медленным временем 7). Как и в случае 
динамических систем с одной степенью свободы, амплитуды A, 
и Ag обычно представляют в показательной форме и в уравнениях 
(15.41) и (15.42) отделяют вещественные и мнимые части. Решением 
этих уравнений завершается построение разложения первого 
порядка. Мы не будем. здесь входить в детали этого решения, 
а отошлем заинтересованного читателя к книге Найфэ и Мука. 


15.3. Гироскопические системы с параметрическим 
возбуждением 


Рассмотрим параметрически возбуждаемую линейную систему 

с двумя степенями свободы. Иначе говоря, будем исследовать 
решения системы уравнений вида 

ity + dy + Qu, + 2 cos QF (рии, + Гиз) = 0, 


(15.43) 
ily — thy + Quy + 2e cos QE (рии, + footle) = 0 
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при малых =. Предположим для определенности, что частота Q 
положительна. Используя метод многих масштабов, будем ис- 
кать решение в виде 


Uy = Uy (То, Ti) + ги (T, Т,) + ---, 
из = изо (To, Ty) + Euler (То, Т) +... (15.44) 


Подставляя разложения (15.44) в систему (15.43), учитывая соот- 
ношение (5.43) и выражая cos Qt в виде cos QT), получаем 


(Dp + 2eDoD,) (шо - вии) + (Do + eD1) (изо + виз) + 


2 (шо + eta) + 2e Cos QT 9 (Frio + fistlzo) -+ ++: = 0, 
(Dg + 2eDoD,) (изо +- виз) — (Do + €Di) (шо - вии) -+ 
+ 2 (изо + из) - 2€ COS QT 9 (шло +- Festa) + +++ = 0. 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях &, имеем 
для порядка =“: 
Ошо + Dotto +- 2u10 = 0, 


15.45 
Dott20 — Dotto + 229 = 0; ( 

для порядка Е!: 
Рин + Dottar ++ Зин = —2 Бош — Виш — 2 cos ЯТо(Нишо + изо), 
(15.46) 
Пил — Бин - ии = —2DpDi 129 + Био — 2 cos QT o(Fartti0 - оо). 
(15.47) 


Как и в предыдущем параграфе, общее решение системы диф- 
ференциальных уравнений (15.45) можно представить как 


ило = Ay (Ty) ет + А, (Ту е-йь -|- А» (Ty) ет» 4 А, (T,) е-2То, 
изо = Але Ть — iAye— То — фАзей То + ГАзе- То, (15.48) 


где A, и А, подлежат определению из условий разрешимости на 
следующем этапе итерационного процесса. Подстановка выра- 
жений (15.48) в уравнения (15.46) и (15.47) дает 


DBs + Dott, ии = —3Aie"™* — iAze™T (к. с.) — (0% + 
+ ето) (р. Але о + рае? То +- Але о — р Аье То + (к. с.)), 
Баия — Бом + Quoi + ЗАте"® — Зе” + (к. с.) — (297 + 
ae e!8To) (fay Aye!T -+- Аве? Ть +. Але о — ifgpAge?‘Te 4 (к.с.)), 
Ил 
Dour, + Били + ии = —ЗАе"* — 3Age"7* 
— (fir + №) Аце! OF To -- ef 0-9) Toy — 
— (fr — 12) Ae [ef 2+9) Te 4. ef 2-2) Te] + (к.с.), (15.49) 
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Dita: — Dotty + Зил = 3Aje'7? — Аве“ То 
— (far + №2) Ax [ef 9+9) To + ef Я) Tay — 
— (fer — 1») Aa [ef 29) То + ef 2-2) Te} -|- (к.с.). (15.50) 


Когда амплитуды A, и A, постоянны, как в случае прямого 
разложения, правые части уравнений (15.49) и (15.50) содержат 
слагаемые, которые могут порождать в решении секулярные члены 
при определенных значениях ©. Так, резонансные члены поя- 
BATCA В Uy, И Uy, если любой из показателей экспонент в (15.49) 
и (15.50) будет равен +1 или +2, поскольку функции 
exp (417) и ехр (+2Т,) являются решениями соответствующей 
однородной системы. Итак, условия появления секулярных 
членов суть следующие: 


1+9 = +29, 1—-Q=42, 14Q2=41, 1—Q=4I, 
24+@ = +2, 2— Я = +2, 2-9 = + 2—Q = +1, 


т. е. параметрический резонанс наступает при 2 = 0, 1, 2, 3, 4. 
Если заменить точное равенство на приближенное, то вместо се- 
кулярных членов появятся члены с малыми знаменателями. Рас- 
смотрим случай Q ~ 3 

Для того чтобы уничтожить члены с малыми знаменателями, 
мы прежде всего преобразуем их в секулярные члены, вводя 
параметр расстройки по формуле 


Я =3+ гв (15.51) 
и соответственно записывая 
QT, = ЗТь + воТь = ЗТ, + oT}... (15.52) 


Подставляя соотношение (15.52) в уравнения (15.49) и (15.50), 
имеем 


Бин + Боих + ии = — [ЗЕ А + (ри + fitz) Але 7+] ef* — 
— [3245 + (fir — 42) Are’?”*] ей» + (к.с.) + (H.C. Ч.), (15.53) 
Рши — Dotti + их = [ЗА — (for + йа) Аве] ее — 
— [345 + (for — #2) Are’?™'] ет + (к.с.) + (Н.С. Ч). (15.54) 


Для того чтобы вывести соответствующие условия разреши- 
мости, будем искать частное решение системы (15.53), (15.54), 
не содержащее секулярных членов, в виде 


ил: = Р, (Ty) exp (#То) + Pe (Ti) exp (2 То), (15.55) 
из: = Qy (Ti) exp (То) + Qe (Ti) exp (2#То). 


Как и в предыдущем параграфе, подставляя решения (15.55) в 
уравнения (15.53) и (15.54) и приравнивая коэффициенты при 


420 Гл. 15. Условия разрешимости 
exp ({То) и exp (2i7,) в обеих частях каждого из уравнений, по- 
лучаем 
P, + iQ) = —3iAj — (fir + 12) Ao exp (i071), 
АР, + 9, = 3A; — (for + ifn) Ap exp (ioT1), (15.56) 
ЭР + 20. = —3#4$ — (fir — ifig) Ai exp (i071), 
ЭР, — 20, = —ЗА; — (ы — ifos)Arexp (юТ!). (15.57) 


Поскольку однородная система (15.56) обладает нетривиальным 
решением, неоднородная система разрешима тогда и только тогда, 
когда выполняется следующее условие: 


1 —3iAj — (и + fie) Asexp (i071) = 
— ЗА! — (for + ifoe) Ap exp (ioT1) 
Это условие можно переписать в виде 
Aj = — fi2t Ир + № ехр(®Т)). (15.58) 
Условие разрешимости системы (15.57) имеет вид 
—2 — 3145 — (и — 2) Ar exp (ioT 1) 
—2i —34$ — (for — 2) Ar exp (ioT1) 
или A= — Иа — 12 — i (fur + №) Ai ехр(юТ,). (15.59) 


Уравнения (15.58) и (15.59) описывают модуляцию амплитуд 
A, и А,. За деталями анализа этих уравнений мы вновь отсы- 
лаем читателя к книге Найфэ и Мука. 


» 


15.4. Краевые задачи для дифференциальных уравнений 
второго порядка 


В этом параграфе будут выведены условия разрешимости 
краевых задач для линейных неоднородных дифференциальных 
уравнений второго порядка с неоднородными граничными усло- 
виями общего вида. Итак, рассмотрим задачу 


Pa (x) у" ра (x) у’ + po (х) у = 
=f (*), a<x<b, (15.60) 
yy’ (a) + ey (а) + алзу' (b) + ау (5) = By, 
ayy’ (a) + Oeey (a) + аз" (6) + Oey (b) = Ba, (15.61) 
где граничные операторы линейно независимы, т. е. матрица 
hes Ao As ss 
Oey Aen Beg aq 
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имеет ранг 2, и, следовательно, существует по крайней мере одна 
невырожденная субматрица размером 2 Х 2. Иначе говоря, по 
крайней мере один из определителей 


бл Ayo Oy AH Oy, ба 
Ay = » Ay = ’ 14 — , 

бол Ogg Gay 3 Oa, Org 

912 913 912 Ay 913 ба 
Aes = » 24 — › Aggy = 

922 As 922 ry 923 бл 


. 


отличен от нуля. 
Граничные условия (15.61) называют смешанными или нераз- 
деленными, поскольку они содержат значения искомой функции 
и ее производной на обоих концах промежутка. 
В этом параграфе рассмотрим случай, когда определитель 
А,з % 0. Разрешая уравнения (15.61) относительно у’ (а) и у' (5), 


имеем ' 
y' (а) = уу (а) + Yaey (6) + 63, (15.62) 
У" (b) = Very (а) + Yeoy (6) + 82, 
rye р 
A A. 
м, w= Ya = — д Уз ge 
$, = их | 5, = Bot sss р (15.63) 


Предпошлем подробному выводу условий разрешимости пояс- 
няющий дальнейшее простой пример. Рассмотрим задачу вида 


у" + л?у = л Яп лх, (15.64) 
у (0) = Bi y (1) = В». 
В данном случае граничные условия разделены, а соответствую- 
щая однородная задача 


или =0, y()=y(l)=0 (15.65) 


имеет нетривиальное решение у = sin лх. Поэтому неоднородная 
задача не будет иметь решения, если только не окажется удовлет- 
воренным соответствующее условие разрешимости. Для того 
чтобы получить указанное условие, будем искать решение задачи 
(15.64) в предположении, что оно существует. Общее решение 
уравнения (15.64) представляет собой суперпозицию общего 
решения однородного уравнения и некоторого частного решения 
(см. приложение Б). В результате имеем 


у = cq sin ax + с cos nx — 0,5x cos nx, (15.66) 
гдес; и Cy — произвольные постоянные. Подчиняя решение (15.66) 
граничным условиям (15.64), получаем 


=, —a++=f. 
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Эти уравнения несовместны, и, следовательно, исходная задача 
(15.64) не имеет решения, если только не выполнено соотношение 


By +h=>> (15.67) 


которое и представляет собой искомое условие разрешимости. 
При этом решение задачи (15.64) имеет вид 


у= сл мп nx + By cosmx — x cos ae. (15.68) 


Для того чтобы найти условия разрешимости в общем случае, 
нет необходимости проводить указанную выше процедуру, в осо- 
бенности если не представляет интерес явный вид решения, как, 
например, в задачах теории возмущений. Вместо этого восполь- 
зуемся идеей обращения к сопряженной задаче. Умножим урав- 
нение (15.60) на функцию и, (x), которую будем называть сопря- 
женным решением, подлежащим определению в дальнейшем. 
В результате получим 


раиу" + pyuy’ + pouy = fu. (15.69) 
Почленное интегрирование соотношения (15.69) от a до b (т. е. 


по интересующему нас промежутку, на котором решается крае- 
вая задача) дает 


ь ь ь ь 
| рану" ах -- | рлиу’ dx + | роии dx = [м ах. (15.70) 
а а а а 


Далее, проинтегрируем по частям первые два слагаемых 
в (15.70), чтобы перейти от дифференцирования функции у к диф- 
ференцированию функции и. Таким образом, имеем 
b 6 


bs 
| pany” dx = риу' | — | (рзи) у’ dx 
ь 5 
и | (pan) у’ de = (ру y | — | (рзи)" y dx, 
a a a 
откуда 
ь ь 
| рзиу" dx = [pawy’ — (ри) РН + |] (p2u)” уах. (15.71) 
а а 
Кроме того, 


b b [2 


| рлиу’ dx = рлиу | — J (wy уах. (15.72) 
а а а . 
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Подставляя соотношения (15.71) и (15.72) в (15.70), имеем 
b 


Lpouy’ — (рзи у + ру + | (pau)” y dx — 


b b 6 
= f (pw ydx | Potty dx = | [ ах, 
а а а 
ИЛИ 


b 
[рые + (2p2 — pi)’ + (8 — pi + po) ul y dx + 
b 
| {pouy” +-1(p1 — po) и — pou’ 9}8 | шах. (15.73) 


а 


Приравнивая нулю подынтегральное выражение в левой части 
соотношения (15.73), получим уравнение относительно функции и: 
pot” + (2p3 — ри) и" + (P2 — pi + роди =0, (15.74) 
которое обычно называют сопряженным по отношению к одно- 
родному уравнению (15.60). Для того чтобы найти вид граничных 
условий, необходимых для замыкания сопряженной задачи, 
рассмотрим однородную задачу, соответствующую (15.60), (15.62), 
т. е. положим f = 0 uw 6, = 6, = 0. Тогда соотношение (15.73) 
и условие (15.62) примут вид 
{pauy” + (ру — ри — ри" y}e—» — 
— {poty’ + (ру — p32) u — ром] y}x—a = 0, (15.75) 
y' (а) = yuy (а) + yy (6), y’ (6) = уу (а) + узи (8). (15.76) 
Подставляя выражения для y’ (a) иу’ (5) в соотношение (15.75) 
и собирая члены, содержащие у (а) и у (5), получим 
[узирзи [56 — (уирз + Pi — P2) Ux=a + Pott” |x=al y (а) — 
— [yi2pott [ха — (YooP2 + pi — 2) и [кв + ри" [1—5] y(6) =0. (15.77) 
Выберем граничные условия сопряженной задачи так, чтобы ко- 
эффициенты при у (а) и у (5) обращались в нуль каждый в отдель- 
ности, т. е. 
Yor Patt [в — (фир? + Pi — 5) и [а + pot’ [ва = 0, 
Аир [ка — (узор? + ри — рз) и |x=b + Pate’ «=, ==0. (15.78) 
Таким образом, функция и представляет решение краевой за- 
дачи для уравнения (15.74) с граничными условиями (15.78). 
Однородное дифференциальное уравнение, соответствующее 
(15.60), называется самосопряженным, если оно совпадает с сопря- 


женным ему уравнением (15.74). Эти уравнения совпадают в слу- 
чае, если 


2p2— pi= Pr, P2— pi=0, (15.79) 
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или р: = po. При этом однородное уравнение, соответствующее 
(15.60), имеет вид 


poy” + psy’ + poy = 0, 


или 
(pey’)’ + poy =0. (15.80) 
Сопряженное уравнение (15.74) можно тогда записать как 
(рзи’)" + pou = 0, (15.81) 


а граничные условия (15.78) примут вид 
и” (a) = yute (a) — тар» (6) pz (a) и (0), 
и (6) = — орз (a) po ' (6) и (а) -+ ум (6). 


Отметим, что граничные условия (15.82), вообще говоря, отлича- 
ются от граничных условий (15.76), если только не выполнено 
равенство 


(15.82) 


—Ya1P2 (В) = —YVi2P2 (a). (15.83) 
Если же соотношения (15.79) и (15.83) выполнены, то сопряженное 
дифференциальное уравнение (15.81) и граничные условия для 
него (15.82) совпадают с исходным однородным дифференциальным 
уравнением (15.80) и граничными условиями (15.76). В этом слу- 
чае самосопряженной называют краевую задачу в целом. 

Если однородное дифференциальное уравнение второго порядка 
не является самосопряженным (т. е. р; = р5), его всегда можно 
преобразовать в самосопряженное, умножив на подходящую 
функцию 9. Для того чтобы найти функцию и, умножим одно- 
родное уравнение, соответствующее (15.60), на и. В результате 


получим , | 
psy” + pyvy’ + робу = 0. (15.84) 
Условие самосопряженности уравнения (15.84) имеет вид 


Piv == (p2v)’ = pov" + pi, 
откуда 


ИЛИ 


Таким образом, 
U=p2 exp fear. (15.85) 


Следует отметить, что дифференциальное уравнение порядка выше 
второго преобразовать в самосопряженное не всегда возможно. 

Определив сопряженную краевую задачу (15.74), (15.78), 
вернемся к неоднородной задаче (15.60), (15.62), с тем чтобы найти 
вид соответствующего условия разрешимости. С учетом того, что 
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функция и удовлетворяет уравнению (15.74), соотношение (15.73) 
принимает вид 
[рэщу” + (р — рз)иу — ри’ — . 
— [pouy’ + (р: — р2)иу — риа = | шах. (15.86) 
Подставляя выражения для у’ (a) и у’ (6) из условий (15.62) 
в соотношение (15.86), имеем 


Sopot [xp — бури [ха + [Yor Pot |х=ь — (фир + 
+ Pi — риа pote’ [а] y (а) — 


6 
— [yi2 Pott [ema — (yooP2 + pi — p2) и [x=] y (6) = | fudx, (15.87) 


Поскольку члены в квадратных скобках в соответствии с усло- 
виями (15.78) обращаются в нуль, соотношение (15.87) сводится 
к искомому условию разрешимости: 
6 
бырь (b) и (b) +- бра (а) и (а) = | f(x)u(x)dx, (15.88) 
a 
где и представляет собой решение сопряженной краевой задачи 
(15.74), (15.78). 
В качестве частного случая рассмотрим неоднородную задачу 
Штурма—Лиувилля 


[p (x) yl +9 (x) y — Ar (x) y = F (x), (15.89a) 
у’ (а) = yy (@) + Vy (0), (15.896) 
у" (b) = Yor y (a) + yaoy (0). (15.89) 


При формулировке задачи (15.89) предполагается, что выполнено 
соотношение (15.83) и, кроме того, что г (x) > 0 прих Е [a, 6]. 
Если значение параметра A не совпадает ни с одним из собствен- 
ных чисел однородной задачи (т. е. однородная задача имеет только 
тривиальное решение), то неоднородная задача имеет единствен- 
ное решение при любой непрерывной функции f (x). С другой сто- 
роны, если параметр ^ равен какому-либо собственному числу од- 
нородной задачи (т.е. однородная задача имеет нетривиальное 
решение), неоднородная задача разрешима лишь при условии 


Гоифа=0, (15.90) 


т. е. при условии ортогональности функции | (x) собственной функ- 
ции, отвечающей собственному значению A. Этот результат состав- 
ляет содержание теоремы, обычно называемой альтернативой 
Фредгольма: 
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При заданном значении A либо неоднородная задача 

имеет единственное решение при любой непрерывной 

функции f, либо однородная задача имеет 
нетривиальное решение. 

В следующем параграфе мы рассмотрим краевую задачу с гра- 
ничными условиями общего вида (15.61). В$ 15.6 и 15.7 применим 
развитую теорию к двум задачам о собственных значениях, 
ав $ 15.8 — к задаче о звуковых волнах в канале с волнистыми 
стенками. В $ 15.9 мы видоизменим полученные выше резуль- 
таты, с тем чтобы применить их к задаче для дифференциального 
уравнения с регулярной особой точкой, и используем модифици- 
рованную теорию в задаче о колебаниях мембраны, близкой по 
форме к кругу. 


15.5. Граничные условия общего вида 
Сопряженный оператор 


Обозначим через L дифференциальный оператор второго по- 
рядка, определяемый дифференциальным выражением (15.60), 
т. е. 


LW) = [martes +9] у, — (1591 


где рэ, Pi и ро представляют собой непрерывные функции в проме- 
жутке [а, 5]. Если y (x) ии (x) — дважды непрерывно дифферен- 
цируемые на [а, 5] функции, то имеем 

x x 

J wL(y)dx = | (pau) y” + (рш) у’ + (pou) yl dx, a<cx<b. (15.92) 
a 


a 


Как и в предыдущем параграфе, интегрирование соотношения 
(15.92) по частям дает 


х 


{uh (y) de =I pouy’ — (pou) у + р Е + 


+ J [(pau)” — (ршу + pol yd. (15.93) 


Обозначим дифференциальный оператор, входящий в подынтег- 
ральное выражение в правой части (15.93), через L*, т. е. 
С (м) = (рзи)" — (рш)' + pow = = 
= [родит + (2рё — р-р и. (15.94) 
При этом соотношение (15.93) перепишется как 
x 
] ШЁ (у) — yL* (w)) dx = [po (шу" — у’и) + (р. — Эш. (15.95) 


а 
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Оператор L* называется сопряженным по отношению к опера- 
тору L. Умножая соотношение (15.94) на у и интегрируя полу- 
ченный результат по частям, легко показать, что L является со- 
пряженным оператором по отношению к оператору L*. Таким 
образом, операторы L и L* взаимно сопряжены. 

Как и в предыдущем параграфе, дифференциальное уравнение 


L* (и) =0 (15.96) 
будем называть сопряженным дифференциальному уравнению 
Г (и) = 0. (15.97) 


Если же L = L*, то оператор L и дифференциальное уравне- 
ние L(y) =0 будем называть самосопряженными. Сравнивая 
выражения (15.91) и (15.94), приходим к выводу, что L = L* 
тогда и только тогда, когда 


2р> — ри = ри. 


Таким образом, оператор L будет самосопряженным тогда и 
только тогда, когда р! = рэ. При этом 


. 4? -_d 
= = р + may + po 


Как указывалось в $ 15.4, любое дифференциальное уравнение 
вида (15.97) можно преобразовать в самосопряженную форму, 
умножив на функцию VU, определяемую равенством (15.85). 

Дифференцируя соотношение (15.95) по х, получаем так на- 
зываемую формулу Лагранжа 


ub (y) — yL* (и) = [pe (uy! — u’y) + (pr — p)uy). (15.98) 


Выражение в квадратных скобках называется билинейной диффе- 
ренциальной формой oT и и у, поскольку при заданном у это выра- 
жение линейно по и, в то время как при заданном и оно линейно 
по переменной у. Полагая в соотношении (15.95) x = 6, получаем 
формулу Грина 

ь 

Ги) — yl (ull dx = [рэ (uy’ — u’y) + (or — р) щи». (15.99) 


Правая часть этой формулы может быть записана как 

В = [2 (иу" — и’ у) + (р: — p2) и = po (В) и (В) у’ (6) — 
— 2 (6) и" (6) y (6) + [ри (6) — 22 (6) и (6) у (a) — р (а) и(а) у (а) + 
-Е рэ (а) и” (а) у(а) — [ри (а) — р» (а)] и (а) у (а) = изРуь, (15.100) 
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где 
и’ (а) у’ (а) 
_| и (а) _ |} 9(@) 
| шо PL ym | 

и (6) y(b) 

0 р» (а) 0 0 

_| —22(а) №2 (а) — ри (а) 0 0 
P= г. 2 | 0} «РАЙ . (15.101) 

0 0 p2(b) pr (b) — p2(b) 


Отметим, что 
| P| = [р» (а) р» (6), 
и, следовательно, матрица Р — невырожденная. Подстановка 
выражения (15. = в соотношение (15. 8) дает 


‘ [ul (y) — gL” (u)] dx = usPyp. (15.102) 


Сопряженная однородная задача 

Поскольку граничные условия общего вида (15.61) включают 
в себя линейные комбинации компонент y’ (а), у (а), у’ (5) Hy (5) 
вектора уь, введем следующее невырожденное линейное преобразо- 
вание уь в вектор У 


У = Ay,, (15.103) 
где 
У, Гал Or. бз ay 
у=| 73 А=| Om ба 98 бы | (15.104) 
Ys |’ O31 sz gy | gy 
У. бл баз баз бл 


Заметим, что указанное преобразование может быть выполнено 
бесчисленным множеством способов в зависимости от выбора мат- 
рицы А. Правда, мы уже наложили некоторые ограничения на А, 
потребовав, чтобы первые две строки этой матрицы совпадали 
с коэффициентами ©;; в граничных условиях (15.61). Однако две 
нижние строки матрицы А остаются при этом произвольными, за 
исключением того, что они должны быть линейно независимы друг 
от друга и от двух верхних строк с тем, чтобы определитель | A | 
не обращался в нуль. При заданном ненулевом векторе уь две 
последние строки матрицы А можно выбрать так, чтобы придать 
любые требуемые значения компонентам Уз и У.. Это замечание 
используется в дальнейшем при нахождении вида сопряженных 
граничных условий. 
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Поскольку |А|=5=0, мы можем обратить преобразование 
(14.103) и получить 


уь = AY. 
При этом формулу (15.102) можно переписать как 
5 
Пиф — и’ ах =uPAY, 
или - 
b 


[иг — лида = UTY =U,Y, У 2 + Us¥ a + ШУ. (15.105) 


где 
0" = uPA“, и = (А)! P'u,. (15.106) 
Билинейная форма UTY в соотношении (15.105) называется 
каноническим представлением билинейной формы в правой части 
тождества (15.102). 
Для того чтобы найти граничные условия сопряженной задачи, 
положим в соотношении (15.105) L (у) = 0 uw L* (и) =0и полу- 


чим 
(ПУ, + 0ЬУ, + UsYs + ШУ, = 0. (15.107) 


Из формулы (15.103) и граничных условий (15.61) следует, что 
однородные граничные условия, соответствующие (15.61), экви- 
валентны равенствам 


У; = ay’ (@) + озу (a) + easy’ (6) + ау (6) =0, (15.108а) 

У, = Gay’ (a) + Gay (а) + озу’ (b) + ау (6) = 0. (15.1086) 

С учетом равенств (15.108) соотношение (15.107) принимает вид 
UsYs + ШУ. = 0. (15.109) 

Как указывалось выше, при ненулевом векторе уз последние две 
строки матрицы А могут быть выбраны так, чтобы компоненты Уз 
и У, принимали любые требуемые значения, лишь бы Узи У, 
не обращались в нуль одновременно. В частности, нижние строки 
матрицы А можно выбрать из условия Уз = 1, У, = 0. При этом 
из соотношения (15.103) следует, что Us = 0. Аналогичным об- 
разом, нижние строки матрицы А можно выбрать так, чтобы 
выполнялись равенства Ys = 0 и У, = 1. Тогда из соотношения 
(15.103) вытекает, что И. = 0. Таким образом, задача, сопряжен- 


ная задаче 
L(y) =0, У, = У, =0, (15.110) 


L* (u) =0, Us = U, = 0, (15.111) 
где Us u И. связаны с компонентами и’ (a), и (a), и’ (b) и и (5) 
вектора и,» соотношением (15.106). Краевая задача (15.110) на- 


имеет вид 
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зывается самосопряженной тогда и только тогда, когда L = L* 
и каждая из двух компонент Из и U, является линейной комбина- 
цией Y, (uy) и У, (uy), т. е. и (x) пропорциональна у (x). 

Поскольку граничные условия (15.61) линейно независимы, 
по крайней мере один из определителей 


Ajj = ба; — изб, 1] 


Oy би) | 

95: у 

должен быть отличным от нуля. Чтобы иметь возможность срав- 
нить эти результаты с теми, которые были получены в предыдущем 


параграфе, предположим, что Ди, == 0. Далее, выберем такие Ys 
и У,, чтобы строки матрицы А были линейно независимы. На- 


матриц-блоков 


пример, положим У, = = у (а) иуУ, = —y (5). При этом матрица A 
примет вид 
Oy A. As Ay 
__ | бл 922 923 Ang 
A= 0 1 0 о |. (15.112) 
[1 оо —1 
Из формулы (15.112) следует, что | А| = —Aj3 52 0. Тогда 
—@з 0 Cer 0 
1 913 0 —@п 0 
Pg hy ety hy. 2 | 
Asa 0 —Ay Ars 


Подставляя матрицы (15.101) и (15.113) в соотношение (15.106), 
имеем 


\ U=~——— X 
Ais 
- 0 Gasp» (а) 0 @з1рь (6) 7 
0 — Я зр» (а) 0 --@ Pz (b) 
x —Ajsp2 (а) —Аззрьа — о Азор (6) я 
. ь. 
—Aig [3 (а) — р, (а)] 
о — Азар» (а) —AjsP2 (6) = — Ала P2(b) + Ais 
= {pi (6) — 22 6] — 
(15.114) 


Следовательно, граничные условия сопряженной задачи имеют вид 


Us= po(a)u’ (a) + [pi (a) — ри (a) -+ $2 рь(а) | и@)-— 
3s 


2 p,(b)u(b)=0, | (15.115a) 
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Us = po(b)u’ (6) + 5% po (a) и (a) — 
[ро 0) a 1 р») | w(b)=0, (15.1156) 


что полностью совпадает с ные условиями (15.78), если 
учесть соотношения (15.63). 

Для того чтобы краевая задача (15.60), (15.61) была самосопря- 
женной, необходимо, чтобы L = L* и чтобы каждая из компо- 
нент Изи U, являлась линейной комбинацией У' (uy) и У, (и,). 
Как указывалось выше, L = L* тогда и только тогда, когда р: = 
== pj. При этом условия (15.115) принимают вид 


и’ (а) + $2 u (a) — Зи =, 


(15.116) 


ul (b) + Zee w (a) + и =0. 


Разрешая равенства (15.61) относительно у’ (a) и у’ (b) при В, = 
= В» = 0 и заменяя у на и, получаем 


и' (а) = — де и и (5), 
2 (15.117) 


и’ (6) = — = u(a) — и (6). 


Сравнивая граничные ея * (15.116) и а, заключаем, что 
они совпадают тогда и только тогда, когда 
Pa (а) Asy = р» (6) Aye. (15.118) 
Соотношение (15.118) представляет собой равенство (15.83), по- 
лученное в предыдущем параграфе. Следовательно, краевая за- 
дача (15.60), (15.61) при A,, = 0 самосопряжена тогда и только 
тогда, когда выполнены соотнощение (15.118) и равенство p, = 
= pb. 
Условие разрешимости 
Определив сопряженную краевую задачу, вернемся к решению 
неоднородной задачи (15.60), (15.61). Используя определение 
(15.111), перепишем формулу Грина (5.105) в виде 
b 
J ul (y) dx = YU, + Ys. (15.119) 
В силу уравнения (15.60) и граничных условий (15.61) Г (у) = 


=f (x), У, = В иУ, = Вз; тогда из соотношения (15.119) выте- 
кает, что условие разрешимости имеет вид 


6 
BiUa + ВИ, = | f(x) u (x) dx. (15.120) 


432 Гл. 15. Условия разрешимости 


Для того чтобы сравнить условие (15.120) с условием разреши- 
мости (15.88), полученным в предыдущем параграфе, используем 
связь U, и И» с вектором Up, описываемую формулой (15.114), 
т. е. 


Uy = — Se) y (a) — nfo y (ey, 


(15.121): 
Uy = а и (a) + Spel) (by, 


При этом соотношение (15.120) принимает вид 
Aah Ja ре (9) u(b) — Sah аа и (а) р» (а) = 
ь 
= Гоидах, 
а 


что полностью совпадает с условием (15.88), если учесть соотно- 
шения (15.63). 

Сравнивая вывод условия разрешимости в настоящем и преды- 
дущем параграфах, можно заметить, что процедура, использован- 
ная в$ 15.4, требует меньшего объема вычислений. Поэтому, если 
приходится иметь дело с граничными условиями общего вида, по- 
добными (15.61), можно порекомендовать выразить какие-либо 
два из граничных значений (функции или производной) через два 
других, аналогично тому как это проделано в (15.62), и затем 
действовать, как в предыдущем параграфе. 


15.6. Простая задача на собственные значения 


Рассмотрим задачу на собственные значения 
у" [№ + гв (1 у =0,¢ <1, 
у (0) = 0, у (п) = 0, 
где A — собственные числа. Поскольку значения A зависят от ма- 
лого параметра €, будем искать равномерное разложение первого 
порядка с помощью метода растянутых параметров, раскладывая 
в ряды по степени € не только решение у, но и собственные числа A: 
у = у (x) Fey (x) + -., 
А = № ter +.... 
Подставляя разложения (15.123) в уравнение и граничные условия 
(15.122), имеем 
Yo + ут + [Ao + М + 8] (Yo + ву) +++ =0, 
Yo (0) + ey: (0) | «+» =0, yo(m) + ви, (п) + +++ =0. 


(15.122) 


(15.123) 
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Приравнивание коэффициентов при ‘одинаковых степенях = дает 
для порядка г: 


Yo + Aoyo = 0, 
15.124 
Yo (0) = yo (7) = 0; cet) 
для порядка в: | 
yi + №: = — 8 — Му, (15.125) 
у (0) = и: (п) = 0. (15.126) 


Общее решение дифференциального уравнения в (15.124) можно 
записать как 


= 1С0$У №х- сту ox. 


Воспользовавшись краевым условием Yo (0) = 0, находим с! = 0. 
При этом второе граничное условие приводит к уравнению 


с. Sin У Хол = 0. 


Для того чтобы существовало нетривиальное решение (т. е. при 
C2 52 0), №» должно удовлетворять уравнению 


зпИл=0, или тол == пл, п.=12,.... 


Таким образом, с точностью до членов первого порядка малости 
собственные функции имеют вид 


Yo = sin nx, (15.127) 
a поро числа равны 
№=т. (15.128) 
Подставляя выражения (15.127) и (15.128) в уравнение (15.125), 
получаем 


yi + n'y: = —g (x) sinnx — A, ших. (13.129) 


Поскольку однородная задача, соответствующая (15.129), (15.126), 
имеет нетривиальное решение, неоднородная задача обладает ре- 
шением, только если выполнено некоторое условие разрешимости. 
Вместо того чтобы применять общие результаты предыдущего 
параграфа, на наш взгляд, будет более поучительным вновь 
вывести это условие для рассматриваемого частного случая. 
В уравнении (15.129) р, = Тир, = 0, так что р, = ра, т. е. ус- 
ловие (15.118) выполнено, и задача является самосопряженной. 
Следовательно, в качестве решения сопряженной задачи можно 
взять функцию и = у, Sin nx. Умножая уравнение (15.129) на и 
и интегрируя полученный результат от x = 0 до х = л, после 
некоторых преобразований получим : 


x x 
| yi(u” + пи) dx + [уши — yu] = — | [g (x) -+ Ми sin x dx. 
5 ° (15.130) 
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Поскольку и = sin nx и у, (0) = 0, у, (л) = 0, левая часть соот- 
ношения (15.130) обращается в нуль, и условие разрешимости 
принимает вид 

x 


д 
| g(x) зи? nx dx - № j $11? их ах =0. 
д 6 


С учетом того, что второй интеграл равен 2/2, последнее соотно- 


шение переписывается как 
n 


ay =—+j g (x) sin? nx ах. (15.131) 
о 


Подставляя выражения (15.127), (15.128) и (15.131) в разложения 
(15.123), находим, что в первом приближении 


у = sin nx + 0 (8), 


oe Г (15.132) 
А = п? -- = | g(x) зи? пхах | O(e?). 
0 


15.7. Вырожденная задача на собственные значения 


Рассмотрим следующую задачу на собственные значения: 
УЕ А-а ($) у=0, e <1, 
у (0) =у(1), у (0 =y' (1). 
Как и в предыдущем параграфе, будем искать равномерное раз- 
ложение первого порядка, раскладывая y и A в ряды по степеням в: 
у (х, =) = Yo (x) + ey. (Хх) +, eu (15.134) 
N= № te +... 

Подставляя разложение (15.134) в уравнение и граничные условия 
(15.133) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в 


в обеих частях этих соотношений, получаем 
для порядка е°: 


(15.133) 


yo + Aoyo = 0, 

yo(0)=yo(l), Фи); ee) 
для порядка в: 

yi + roy = — (1 + f) Yo, (15.136) 


yi (0) = (1), yi (0) = yi (1). 
Общее решение уравнения в (15.135) можно записать как 


Yo = 4, COS У Лох -+- Gg sin VA x. 
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Удовлетворяя граничным условиям (15.135), имеем 
а, = а, 60$ № -- а пу Ags 
а: = —а, Sin y/ Ag + 42 COS V №» 
или (cos Ay — 1) a, -+ эту а, = 0, 
—sin Иа, + (cos И № — 1) a, =0. 
Для того чтобы существовало нетривиальное решение системы 
уравнений (15.137), ее определитель должен равняться нулю, т. е. 
(cosy № — 1)?-j- sin? у №=0, (15.138a) 
что при действительных № дает 1 
sin Y №=0 или cosV № = 1, 
откуда № = 4731? п=0,1,2,..., (15.1386) 
причем из системы уравнений (15.137) вытекает, что а; и а» мо- 


гут быть произвольными числами. 
Тогда 


(15.137) 


Yo = @, cos 2nnx -- a, sin 2nnx (15.139) 
при произвольных а! и аз. 

Таким образом, при любом № = 4п?л?, где п > 1, существуют 
две линейно независимые собственные функции, а именно Cos 2лих 
и sin 2ллх. Задачи на собственные значения с двумя или более 
собственными функциями, отвечающими одному и тому же соб- 
ственному числу, называются вырожденными. Вырождение яв- 
ляется результатом симметрии и может быть снято, если эта сим- 
метрия будет нарушена. Покажем, что в данном примере асим- 
метрию, устраняющую вырождение исходной задачи, может 
вносить член f (x) y (x). 

Подставляя решение (15.139) в уравнение (15.136) и учитывая, 
что № == 4п2л?, имеем 


yi 4п? ли! = — (м + Р (а, cos 2ллх 4- ао sin 2ллх). (15.140) 
Поскольку задача для однородного уравнения, соответствующего 
(15.140), совпадает с задачей (15.135) и поэтому имеет нетривиаль- 
ное решение, неоднородная задача относительно у, имеет реше- 
ние, только если выполнены условия разрешимости. Для нахож- 
дения этих условий умножим уравнение (15.140) на и (х) и проин- 


тегрируем полученный результат oT x -- 0 дох = 1. В результате 
некоторых преобразований получим 


1 
[уш — yru’Jo + | и (и 4? ли) dx = 
0 
1 
=— [и бы + f)(aicos2anx -|- а, мп 2лих) 4х. (15.141) 


0 
1 Комплексных решений уравнение (15.1384) не имеет. — Прим. перев. 
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Для того чтобы найти вид уравнения и граничных условий со- 
пряженной задачи, рассмотрим прежде всего задачу для однород- 
ного уравнения, соответствующего (15.140), т. е. положим в фор- 
муле (15.141) 4, = 0 и} = 0. Сопряженное уравнение получаем, 
как обычно, обращая в нуль коэффициент при у в интегральном 
члене в соотношении (15.141), т. е. 


и” + 4п?л?и = 0. (15.142) 
При этом соотношение (15.141) принимает вид 
yi (1) (1) — и (и (1) — yi (0) и (0) + и0и (0) = 0. (15.143) 


Но в силу граничных условий (15.136) у! (0) = у, (1) ии, (0) = 
=, (1), и, следовательно, соотношение (15.143) можно перепи- 
сать как 


м (И — (0) yi (1) — Мм (Oy (I) =O. (15.144) 


Выбирая сопряженные граничные условия так, чтобы коэффи- 
циенты при у, (1) ии, (1) обращались в нуль одновременно, имеем 


и (1) =и (0), и’ (1) = и’ (0). (15.145) 


Таким образом, однородная краевая задача, соответствующая 
(15.136), является самосопряженной, и поэтому 


и = sin 2ллх или cos 2лих. (15.146) 


Определив сопряженную задачу, вернемся к неоднородной крае- 
(вой задаче. Используя уравнение (15.142) и граничные условия 
(15.145), приведем формулу Грина (15.141) к виду 


| u(x) [№ + f (x)] (a, cos 2ллх + a, sin 2лпх) 4х = 0, (15.147) 
é 


откуда и получаются искомые условия разрешимости. Отметим, 
что соотношение (15.147) должно выполняться для всех допусти- 
мых функций и (x), удовлетворяющих условиям сопряженной 
задачи. В данном случае, если п = 1, u(x) = чм 2ллх или 
cos 2лпх. Следовательно, неоднородная задача (15.140) разре- 
шима относительно у:, только если условие (15.147) выполняется 
при и (x) = sin 2nnx и и (x) = cos 2лпх. 

Полагая в соотношении (15.147) функцию и (x) равной 
sin 2лих и cos 2ллх соответственно, получаем 


ра аа + (м + fu) a = 0 (15.148) 
и (Ay + faz) а, + fiz a2 =0, ^ (15.149) 
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где 1 
fn =2 | f (x) sin? 2anx dx, 
0] 


1 
fe =2 | f(x) sin 4ляхах, 
0 


1 
fax = 2 | (д cos? 2лихах. 
0 


Требование существования нетривиального решения системы урав- 
нений (15.148), (15.149) приводит к условию обращения в нуль 
определителя этой системы, т. е. 


м (fit + faz) a - РА — fie = 0, 


откуда 
Мы foe) > Фи — БАРЫ". (15.150) 
Тогда из уравнения (15.149) следует, что 


A” + foe 0 (15.151) 


ha a 


Таким образом, в первом приближении имеем либо 


аз = — 


y) = cos2nnx — sin Innx + O(e), 


MY = 4122 — +e fe + foo К — foo)” + 492] 1) + 0 (e”), 


(15.152) 
либо 


y® = cos 2ллх — = sin 2ллх + О (2), 


NO) — 4? д? — re es + foo — (и — foe)” + 4ffel!?} + 0 (e’). 
(15.153) 


Следовательно, при условии, что A{") отличается от Af” (т.е. 
fir Е foo и fiz 52 0), вырождение снимается, поскольку каждому 
из собственных чисел A(™ соответствует только одна собственная 
функция у”. Если №” == 2{?, то вырождение может быть снято 
в высших приближениях теории возмущений. 
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15.8. Звуковые волны в канале с волнистыми стенками 


Рассмотрим задачу о распространении линейных гармонических 
звуковых волн в плоском канале (волноводе), ширина которого ме- 
няется по синусоидальному закону. Математически задача ста- 
вится так: 

Gx. + Фи + op = 0, (15.154) 

Фу =0 при у=0, (15.155) 

Фи =ekyp, coskyx при y=1-+esinkyx, (15.156) 

где фи Ry — постоянные величины H & — малый безразмерный 

параметр. За исключением формы граничных условий, данная 

задача является прототипом задач о распространении по волно- 
водам электромагнитных и упругих волн. 

В качестве первого шага для получения равномерно пригод- 
ного разложения первого порядка построим прямое разложение 
вида 

ф = Фо (x,y) + 29: (у +... (15.157) 


Отметим, что граничное условие (15.156) поставлено при у = 
=1 + 231 Ах. Поэтому при подстановке разложения (15.157) 
в граничное условие малый параметр г будет входить не только 
в коэффициенты при последовательных членах разложения, но 
и в аргумент функции ф. Поскольку обычная процедура метода 
возмущений состоит в приравнивании коэффициентов при одина- 
ковых степенях в, мы не сможем провести ее до тех пор, пока не 
исключим параметр в из аргумента ф. Чтобы добиться этого, про- 
ведем так называемый перенос граничных условий. В данном слу- 
чае мы перенесем граничные условия с поверхности у = | + 
+ = эт Аьх на плоскость у = 1 с помощью тейлоровского степен- 
ного разложения. Запишем ф, при у = 1 + esink,x в условии 
(15.156) как 
Фи (x, 1 + езт Ryx). 

Раскладывая эту функцию в ряд Тейлора в окрестности у == 1, 
имеем 


Фи(х, 1 esin Аьх) = gy (x, 1) + Фи (x, 1) e sin Rwx + 
+ + Pyyy (%, 1) =? sin? ky x -- 


1 
+ ЭГ Фи (% Wer sine kyx +--+. 


Аналогичным образом раскладываем в ряд Тейлора производ- 
ную Q! 
фх (х, 1+ esin kyx) = ф.(х, 1) + Oey (x, ПезшАьх + 


1 
+ sr Фи (x, le? sin? kyx + 


1 
+ г Фи (% Пе пах... 
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Подставляя полученные тейлоровские разложения в граничные 
условия (15.156), находим 


Фи(х, 1) ефи(х, И sin kux = ky, (x, 1) coskyx + +... (15.158) 


Тем самым мы совершили перенос граничных условий с поверх- 
ности у = 1 + вт Ах на плоскость у = | и исключили в из 
аргументов функций, @x и ф,. Теперь можно продолжить процесс 
построения прямого’разложения. 

Подставляя разложение ;(15.157) "в уравнение (15.154) и гра- 
ничные условия (15.155) и (15.158), имеем 


Фо хх + Pi хх + Po yy + EPr yy + o Фо Е во Фу ail =0, 

Poy (х, 0) + eq (х, 0) +... = 

Poy (% 1) + ety (х, 1) + еФоши(х, 1) sin kwx = ЕРыФох(Х, 1)COSR xX + +++. 
Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях & 
в обеих частях каждого из написанных выше соотношений приво- 


дит к последовательности задач следующего вида: 
для порядка =‘: 


Poxx + Poyy + Opp = 0, (15.159) 
Poy (x, 0) = 0, (15.160) 
Poy (х, 1) = 0; (15.161) 
для порядка в: 
Pixx + Pry + og, = 0, (15.162) 
Py (х, 0) = 0, (15.163) 


Pry (%, 1) = —Go yy (x, 1) sin kwx + RwGox (х, 1) coskwx. (15.164) 


Поскольку уравнение (15.159) имеет постоянные коэффициенты, 
соответствующая задача может быть решена с помощью метода 
разделения переменных. С этой целью положим 


Фо = X (x) У (y). (15.165) 

В результате имеем | 
X"Y + ХУ" + в? ХУ = 0, (15.166) 

X (x) У’ (0) =0, (15.167) 

X (x) у’ (1) = 0. (15.168) 


Разделив (15.166) на произведение ХУ и перегруппировав 
члены уравнения, получим 


ap о. (15.169) 
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Поскольку левая часть (15.169) зависит только от х, а правая 
часть только от у, обе части этого уравнения должны равняться 
одной и той же постоянной, т. е. 


x" 


~ =p, (15.170) 
+=. (15.171) 


Уравнение (15.170) можно записать как 
Х"-ЫХ =.0. 


В случае распространяющихся волн функция Х должна ме- 
няться по синусоидальному закону, поэтому b должно быть поло- 
жительным. 

Обычно полагают b = k*, так что 


X = exp (+ ikx), (15.172) 


где К — так называемое волновое число. Полагая b = k?, перепи- 
шем уравнение (15.171) в виде 


У" + (wo? — 2) У = 0. 
Общее решение этого уравнения имеет вид 
У = а зту wo — ky + с, с05 У w — Ву. (15.173) 


Поскольку Х (х) не обращается в нуль тождественно, из соотно- 
шений (15.167) и (15.168) следует, что 


У’ (0) = Y’ (1) =0. (15.174) 
Подчиняя этим условиям решение (15.173), находим, что с: = 0 
и Yo? — # = лл, или 
=" — wn, n=0, 1, 2,.... _ (15.175) 
Тогда 
У = cos any. (15.176) 


Подставляя выражения (15.172) и (15.176) в формулу (15.165), 
имеем 


Фо = ет” созллу или е **"* cos nny, (15.177) 


где одно из решений соответствует волне, распространяющейся 
в прямом направлении, а другое решение — волне, распростра- 
няющейся в обратном направлении. Решение, соответствующее 
заданному номеру п, называется л-й модой. 
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Возьмем решение со знаком плюс в показателе экспоненты. 
Подставляя его в граничное условие (15.164), имеем 
фи (х, 1) = (— 1 падре sin ых + i (—1)" Кайши" cos ых = 
=(—1)" none! tn® LP (etter Шей") | 
ЧЕ ве ия. > (ele Че”) = 
и fgel (hate) +, (15.178) 
где b= (И Rey — п?л?), b= > т (--1)' i (nk + 222). 


(15.179) 


Чтобы найти решение задачи (15.162), (15.163), (15.178) отно- 
сительно фи, заметим, что граничное условие (15.178) неоднородно 
и его форма позволяет воспользоваться разделением переменных 
в следующем виде: 


= Ф, (4) ef (nt kw) * He ®, (y) (enw) *, (15.180) 


Подставляя выражение (15.180) в уравнение (15.162) и граничные 
условия (15.163) и (15.178), имеем 


[@; + 4Фе Ont) * + [+ Фе * =0, 
Ф! (0) ef (ии) * + 5 (0) ef тв) * — 0, 
Dj (1) ef nthe) * 4 3 (1) ef (fn~*w) * — Gye! (tnt hw) * 4 бе! (вто) *, 
где ai =o — (kn + kw)’, 0 = 0" — (kn — hw)» (15.181) 


Приравнивая коэффициенты при каждой из экспонент в обеих 
частях этих соотношений, получаем 


(kg 


@; + ai@, = 0, (15.182) 
. Ф! (0) =0, Oj (1) = 41; 
о 2 
ее (15.183) 


Ф:(0)=0, O3(1)=b 
Общее решение уравнения (15.182) записывается как 
Ф, = с, cos ayy + с» sin ay. 
С учетом граничных условий (15.182) находим, что 
62 =0, = —a;? sin a 
и, следовательно, 


COs © 
@, = — Boose 
@, sina, 
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Аналогичным образом, решение задачи (15.183) можно предста- 
вить в виде 
Ф, = — 6059, 
2 Gq Sin Gy 
Таким образом, имеем 


— _ Srcosaay pf (Anthw)*  Eacosaay 1 (tn—ky) х 
TS arsine, Е ph ЗИ пи. (15.184) 
Подставляя теперь решения (15.177) и (15.184) в разложение 
(15.157), получаем 


ф== со ллуе"** — в (% COS OY pf (ть) 


@ sin ay 
+ ое ef (tne) *| ен (15.185) 


Анализ разложения (15.185) показывает, что оно становится 
непригодным при sina, = О (2) или sina, = О (=). Если sin ay 
или Sin а, обращается в нуль, второй член разложения (15.185) 
оказывается неограниченным. При sina; = О (=) появляются 
члены с малыми знаменателями, и разложение становится неравно- 
мерным. 

Поскольку равенство sina, = 0 означает, что a, = am, 
т = 0, 1,..., пригодность прямого разложения нарушается при 
условиях 


6? — (Ry + Ry)® == Wm? или 6? — (ky — Ry)? лт? (15.186) 
в соответствии с равенствами (15.181). Учитывая дисперсионное 
соотношение (15.175), формулам (15.186) можно придать вид 
(Rn + Rw)? = Rin или (Rn — hw)? ~ Rin, 
или Кр = + № + Ён. (15.187) 
Иначе говоря, прямое разложение перестает быть справедливым 
тогда, когда волновое число, характеризующее «волнистость» 
стенки волновода, равно сумме или разности волновых чисел № 
и А, двух распространяющихся мод, т. е. при наличии комбина- 
ционного резонанса. 
Для того чтобы найти разложение, пригодное при ky = 
— k, — №», введем параметр расстройки o по формуле 
Ry = Rn — km + 50. (15.188) 
Кроме того, будем использовать метод многих масштабов и ис- 
кать решение в виде 
@ (х, у, г) = Ф (м, Хь Ys &) = Фо (жо» ха, 9) + 
+ eg; (%, х, у +>, (15.189) 
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THE X = X их, = ex. При этом 

д д д д д д 

a ta ot = oy t+ aa, tt 

(15.190) 

Подставляя разложения (15.189) и (15.190) в уравнения (15.154) 
и граничные условия (15.155) и (15.158) и приравнивая коэффи- 
циенты при одинаковых степенях &, получаем 
для порядка e°: 


5%. + a + wp =0, (15.191) 
хо 
д 
а 0 при у=0, го 0 при у=1; 
для порядка в: 
: О 9 op, 29% 15.192) 
9х р ду? Troha хо Ox’ (15. 
д 
и =0 при y=0, (15.193) 
= 54 ad Зоо -+ hy SEE 2 COS Roxy при y=1, 
(15.194) 


где sin Ах и cos Арх выражены через переменную xX» в предполо- 
жении, что величина А, достаточно далека от нуля. 

Решение (15.191) можно получить с помощью метода разде- 
ления переменных, как это сделано выше. Однако теперь вместо 
решения (15.177), содержащего одну моду, выберем фу в виде, 
содержащем две взаимодействующие моды, т. е. запишем решение 
в виде 
тя 4. Ат (x1) cos лтуе т, (15.195) 


где Аи и А, определены соотношением (15.175), а функции A, 
и A, подлежат определению в дальнейшем из условия разреши- 
мости задачи второго приближения. Подставляя выражение 
(15.195) в уравнение (15.192) и граничное условие (15.194), имеем 


a + ae + оф = — 2, A; cos ппу п — 


Фо = An (x1) cos лпуе 


(15.196) 
— 2ikmAm cos nmye’*m*o, 


= = Ga A, ef (Fnt*w) Хо +o Ane! (пи) хо + 
+ bimAme’ ть) *o 4+. fo Ame’ (m—*w)*o при y= 1, (15.197) 


THE fins Con И Sam» Som определены соотношениями (15,179) при 
значениях индекса, равных соответственно 7 и т. 


444 Гл. 15. Условия разрешимости 


Для того чтобы ‘найти вид условий разрешимости для задачи 
второго приближения, подставим прежде всего соотношение 
(15.188) в граничное условие (15.197), с тем чтобы преобразовать 
члены с малыми знаменателями в секулярные члены. В резуль- 
тате получим 


д. i (2ky—k д 
“Fp = Ане" Анно) % | La Age’ тео) Ao 4. 


- bamAme! nt?) 6 + Sem Ane’ Phm-*n-29) %, у |, 
или 


д i (2k, —k —iox, ik 
= = „Ане “te! (ин-т) хо + ConAne Fe! m*o + 


+ bamA mente! +. ComA ne tre! тои) *0, у 1. (15.198) 
Заметим, что только члены, пропорциональные ехр (ikmXo) и 
exp (ik,Xo) в правых частях (15.196) и (15.198), могут привести 
к несовместности, поэтому условия разрешимости должны быть 
наложены лишь Ha эти слагаемые. Эти условия разрешимости 


можно получить, если искать частное решение, соответствующее 
указанным членам, в виде | 4 К 


фи = Dn (ж, уе" -- Фи (ха, y) e!*m*o, (15.199) 


Подставляя выражение (15.199) в уравнение (15.196) и граничные 
условия (15.193) и (15.198) и приравнивая коэффициенты при 
exp (1%) и ехр (ikmXo) в обеих частях этих соотношений, с уче- 
том формулы (15.175) получаем 


wee + пФ, = — 2, Ал cos any, 


(15.200) 
оф 
ae =0, y=0, ae = CimAme!™, y= bk 
= + 2°’ Фи = —2ikmAmcos amy, 
м (15.201) 
M0, yO, Ча angen, y=. 


Таким образом, нахождение условий разрешимости для Gy CBO- 
дится к определению условий разрешимости для функций Ф,„ 
и Op». 

Уравнение задачи (15.200) самосопряженное благодаря тому, 
что в этом уравнении р‚ = 1ир! = 0. Поэтому решение сопряжен- 
ной задачи можно выбрать в виде и (у) = cos ллу. Умножая ука- 
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занное уравнение на и (у) и интегрируя полученный результат 
по частям от у = 0 доу = 1, получаем 

1 

| и" + л?п?и) Ф dy + [3 


0 


Фи 1 = 2iknAn | и с0$ nny dy. 


(15.202) 


Поскольку и = cos any, соотношение (15.202) переходит в равен- 
ство 


9Ф. 1 ‘ р 
ду Cos лпу| = -- „Аи, 


где 6 = 1 при п = Ти 6 = 2 при п = 0. Используя граничные 
условия задачи (15. 200), имеем 

(—1)"б.Ае = —idknAn 
или An = (—1)" бил 6 'Атеб® . (15.203) 


Аналогичным образом, при т = 0 можно найти условие разреши- 
мости задачи (15.201) 
Aim = (—1)" iLonkim' Ане". (15.204) 
Если положить 
An = авехр (ййх!), Am = атехр (йух), (15.205) 


2 — постоянные величины, то из уравнений 
(is. 204}, (i. 208) creat, что 


виа, = (—1)" Limbin 6, (15.206) 
#Y28m = (—1)" ikonkm Ons (15.207) 
ve = V1 — 0. (15.208) 


Исключение у, и а„ из системы уравнений (15.206)—(15.208) 
дает 


Vi (¥1 ай 0) = (—1)7+т (Rnkm6)* Camben: 
илн Я — в — (1+ (Аб) оби. 
Следовательно, 


Wy oF [Zot (10+ (6) Laban |. (15.209) 


Подстановка этих выражений в (15.205) позволяет определить 
зависимость амплитуд двух взаимодействующих мод от медленной 
переменной х:. 
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15.9. Колебания мембраны, близкой по форме к кругу 


Рассмотрим малые колебания мембраны, форма которой близка 
к кругу. В безразмерном виде математическая постановка задачи 
сводится к следующему: 


ew 1 dw 1 @& д? 
ata + я a =0 = (520) 
|w| < oo при г = 0, (15.211) 
w= 0 при г = 1 + ef (8), (15.212) 


причем средний радиус мембраны равен |, так что 


Qn 
J f@d0=0. (15.213) 
0 
Рассматривая гармонические по времени колебания, положим 
w (г, 8, t) = g (r, 0 )cos (wt + 1), (15.214) 
где ® — безразмерная частота. Подставляя выражение (15.214) 


в условия задачи (15.210)—(15.212), для амплитуды колебаний 
получаем 


1 д 1 д 
bal +— tH + o% =0, (15.215) 
|Ф| < co при г = 0, (15.216) 
ф = 0 при г=1+ ef (60). (15.217) 
Как и в предыдущем so ah ey необходимо перенести гранич- 
ные условия с линии г = | + ef (6) на окружность г = | с по- 


мощью разложения в ряд Тейлора. Таким , образом, условие 
(15.217) перепишем в те 


$(1, 8) +e (1, &)F@) ++ (15.218) 


Для того чтобы построить равномерно пригодное разложение 
первого порядка для функции ф, используем метод растянутых 
параметров, раскладывая ф и ® в ряды следующим образом: 

© = Фо (г, 8)  еф, (r, 0) + ..., (15.219) 
® = ® + в®, + -.. 


Подставляя разложение (15.219) в уравнение (15.215) и условия 
(15.216) и (15.218) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях в, получаем 
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для порядка ег: 


Cd 1 @ 1 40? 
ae + о + wipe =0, (15.220) 
| Фо (0, 8)| < оо, (15.221) 
Фо (1, 8) = 0; (15.222) 

для порядка г": 
92 

Se Ly SH р = — Lenny, (15.223) 
|Ф: (0, 8)| < co (15.224) 
9 (1.0) = (1, 0) F). (15.225) 


Решение задачи нулевого порядка можно получить с помощью 
метода разделения переменных. Так, полагая в уравнении (15.220) 


Фо = В (7) @ (6), (15.296) 
имеем 
RO + + R'O +4 RO" + «КО =, 
& (PR +R’ + Po3R)4+-S = 0 
или = -+-TR Го) +- -6- = 0. 
Следовательно, 


0°=—80, PR’ +R’ + в/?К = ВА. 
Решение уравнения для функции © можно представить как 
9 = & cos / PO -|- & sin Ве. 


Для однозначности ©, а значит, и фо следует положить УВ=л, 
где 'п — некоторое целое число. 
Тогда 


9 — 5, соз пб + 6, зп nd, (15.227) 
и уравнение для функции К принимает вид 
PR гВ + (oi? — 2) в =0. 


Это уравнение представляет собой уравнение Бесселя порядка п; 
его общее решение записывается в виде 


R = C3J pn (Wor) + Ca¥ n (Wor). (15.228) 
Подставляя выражение (15.226) в условия (15.221) и (15.222), 


получаем граничные условия для функции К: |Р (0)| < oo 
и R (1) = 0. Поскольку при r+ 0 У, -+ oo (см. § 13.3), условие 
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(0) Gs со требует, чтобы с. = 0. При этом граничное условие 
Ri | = 0 приводит к характеристическому уравнению 
Jn (во) = 0. (15.229) 


Таким образом, имеем 
@) = Я», (15.230) 
где @„„ — корни уравнения J, (2) = 0. Следовательно, 


Фо = Jn (Я тг) [си cos п@ + с, sin п0], 
или Фо == У, (ОльГ) (Anmei”® + Anmei”®), (15.231) 


где А„п — комплексные постоянные. Решение вида (15.231) при 
заданных И и т называется пт-й модой; полное же решение за- 
дачи содержит сумму вкладов всех мод. Исследуем теперь влия- 
ние отклонения формы мембраны от круга на частоту @„„ пт-й 
моды. 

Заметим, что при заданной частоте ®„„ существуют две коле- 
бательные моды, а именно 


Jn(Qamr)cosn8 и Л, (Qamr) sin nd. 


Следовательно, о круглой мембране можно говорить как о вырож- 
денной системе, поскольку одному собственному значению (ча- 
стоте) соответствуют две линейно независимые собственные функ- 
ции (моды). Вырождение является результатом высокой симме- 
трии системы и, как показано ниже, может быть снято при наруше- 
нии симметрии. 

Подставляя выражение (15.231) в уравнение (15.223) и гранич- 
ное условие nae и полагая Wy = Qmn, имеем 

Py 2, 

971 of | 0 eae + Qn Pr = 


or? т 


= — 204, (тг) (Анте"8 + Anme'"®), — (15.232) 
gi (1, = — 9.7 (От) | (0) [Анте® + Anme ="? J. (15.233) 
Далее, разложим функцию f (0) в ряд Фурье: 
С] Qn 
FO= У fe, вед J] Fedo, (15.234) 
= 0 


где fy =0 в соответствии с условием (15.213). Следуя методу 
разделения переменных, представим в виде ряда Фурье и искомую 
функцию фл: 


m= У Фе. _ (15.235) 
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Подставляя ряд (15.235) в уравнение (15.232), имеем 
Ут (tie) 0] 0 = 
k 


ho —20 „в, (©, тг) [Anmein® +A, me #8), 


что после умножения Ha exp (—50) и интегрирования от 0 = 0. 
до 9 = 2л дает 8 


ФФ; + (im =) Dy = —29 1 Anmd n Cam’), 


r 


(15.236) 
=) ®,=0, sin. (15.237) 


ФФ, + (Gin — 


Аналогичным образом, подставляя ряды (15.234) и (15.235) в гра- 
ничное условие (15.233), имеем 


x D, (Пе = —Qindn (пт) я [Акт (atn) 0 + 
q 


+ Ane! "9, 


что после умножения` на exp (—150) и интегрирования от 0 = 0 
до 0 = 2л дает 


Ф, (1) = —Qnmd in (Qnm) [Anmfs—n + Anal real: (15.238) 


Наконец, подставляя ряд (15.235) в условие (15.224) приходим 


к выводу, что функции Ф, (г) должны удовлетворять условию ог- 
раниченности: 


|®, (0) | < ®. (15.239) 
В случае если $ 52 л, задача (15.237)—(15.239) для функции Ф, 
имеет единственное решение, потому что соответствующая одно- 
родная задача имеет только тривиальное решение. Поскольку мы 
не собираемся продолжать разложение до членов более высоких 
порядков по &, нет необходимости находить функции Ф,. При 
= п однородная задача, соответствующая (15.236), (15. 238), 
(15.239), имеет нетривиальное решение, и поэтому неоднородная 
задача имеет решение только при выполнении некоторого условия 
разрешимости. Для нахождения упомянутого условия умножим 
уравнение (15.236) на г, с тем.чтобы это уравнение можно было 
перепиенть. B самосопряженной форме 


(DAY + (Gat — -) Oy = — 29 ны An (ту. 


(15.240) 
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Кроме того, полагая в граничном условии (15.238) $ = п, имеем 
Dn (1) = —Qninfond nn (QnmAnm); (15.241) 

поскольку [о = 0 в соответствии с (15.213). | 
Заметим, что уравнение (15.240) имеет регулярную особую 
точку в начале координат, и поэтому вместо условия типа (15.61): 
в роли граничного условия в этой точке выступает условие ог- 
раниченности (15.239). В связи с этим придется рассмотреть по-- 
строение сопряженной задачи и вывод условия разрешимости 60-' 
лее подробно. у 
Умножая уравнение (15.240) на ци (г) и интегрируя получен- 
ный результат по частям в пределах от г = 0 дог = 1, находим 


fo, [(ru’y + (© — =) и dr + [ru — и’Ф,й = 
о А 


1 
, = — 20 о, Ань» | Ud plum?) arf (15.242) 
0 


Для того чтобы определить вид уравнения и граничных условий 
сопряженной задачи, прежде всего используем формулу. (15.242) 
для случая однородного уравнения, соответствующего (15.240) 
(т. е. положим правую часть (15.242) равной нулю). Как и ранее, 
полагая равным нулю коэффициент при Ф, в подынтегральном 
выражении в левой части (15.242), получаем следующее сопряжен- 
ное уравнение: 


(wy (9 — =) u=0. (15.243) 


Учитывая, кроме того, граничные условия однородной задачи 
®, (1) =0и|Ф, (0) | < 00, приведем соотношение (15.242) к виду 


(1 Op (1) — lim [ru®,, — ги’Ф,] = 0. (15.244) 
Выберем сопряженные граничные условия так, чтобы оба члена 
в соотношении (15.244) обращались в нуль независимо, т. е. 
и (1) =0, lim [ru@, — ги’ Ф,] = 0. 
7-0 


Второе условие удовлетворяется; если функция и ограничена 
при г — 0. Таким образом, сопряженные граничные условия, ко- 
торым подчинена ‘функция и, имеют вид 


: и (1) =0, [и (0)|<о. , (15.245) 
Следовательно, рассматриваемая однородная задача является 
самосопряженной, и в качестве решения сопряженной задачи 
`можно взять функцию и = J, (Q,nf). | 
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Возвращаясь к неоднородной задаче, из соотношения (15.249) 
получаем искомое условие разрешимости | 


Winds (Qnm) [ыАнт = — 29а Ант | 77 (Qnmr) dr. (15.246) 


6 
Для вычисления интеграла в левой части (15.246) применим фор- 
мулу 
г 
п? 


[Uk andr Ue or) +P (1 — ger) д. 


0 
(15.247) 


Полагая в (15.247) © = О„т и используя тот факт, что J, (Qaim) = 
= 0, находим 


1 
| Ji Qumt) dr = +1 (Ona). (15.248) 
0 
Подстановка соотношения (15.248) в условие (15.246) дает 
- \ 
QamfanAnm == —%1Anm: (15.249) 


Для Toro чтобы исследовать соотношение (15.249), представим 
коэффициенты Аим и [м В показательной форме, а именно 


Arm =F Anne”, fin Fe”. (15.260) 
В результате получим 
01 = —Я„Рие 4" вт), (15.251) 


Поскольку поправка @, к частоте является вещественной величи- 
ной, то из отношения (15.251) следует, что - 


Vin — 2Bam = 0 или п. 
Следовательно, : 


Ban = 2 или > (Van — п), (15.252) . 


и соотношение (15.251) может принять одну из двух форм_ 
©, = —QamPsn или =ЯтР». = (15.253) 


Подставляя выражения (15.250), (15.252) и (15.253) в формулу 
(15.231), полученный результат — в разложение (15.219) и, на- 
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конец, разложение (15.219) — в формулу (15.214), получаем в пер- 
вом приближении 


wt!) = али (ти) COS (и + Ven) COs (WU +t) | ++, 
(15.254) 
w2) = damn (Фиг) Sin (28 + 5 Van) COs (0% + т) + +++, (15.255) 


где $ ь 
oo) =Qin (1 — 2Рь,) + +, (15.256) 


o) = аи (1 + €F eq) -| › *. 


Заметим, что в случае круглой мембраны одному собственному 
числу @„м соответствуют две линейно независимые собственные 
функции. Однако в случае почти круглой мембраны различные 
собственные функции отвечают различным собственным числам (1) 
и (2), если F,, 5 0. Если же Р»„ = 0, то для того, чтобы ‘снять 
вырождение, нам необходимо продолжить разложение до членов 
более высокого порядка. 


15.10. Краевая задача для дифференциального уравнения 
четвертого_порядка 


В этом параграфе рассмотрим вопрос о построении сопряжен- 
ной задачи и найдем условия разрешимости краевых задач для 
линейных неоднородных уравнений четвертого порядка при не- 
однородных граничных условиях. Точнее говоря, мы будем ис- 
следовать задачу 


Pa (x) ФУ + ps (x) $" ра (x) $" + 
+aWde tm) =! (15.257) 
© (0) = Bis 91 (0) = Be @ (1) = Ba, ф' (1) = By. (15.258) 


Краевую задачу для уравнения четвертого порядка при смешан- 
ных граничных условиях общего вида обсудим в следующем па- 
раграфе, ав $ 15.12 изучим задачу о собственных значениях для 
уравнения четвертого порядка. 

Для того чтобы найти условия разрешимости задачи (15.257), 
(15.258), умножим уравнение (15.257) на функцию и (x), которая 
является решением сопряженной задачи и подлежит определению 
в дальнейшем, и проинтегрируем полученный результат почленно 
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в пределах от x = 0 дох = 1 (т. е. по всему промежутку, опреде- 
ляемому граничными условиями). В результате получим 


1 1 1 1 2 
J paul) dx + J psu” ах +- | раиф” dx НЫ pug’ dx + 


1 1 
+ [ рифах = [ шфах. — (15.259) 
0 0 


Далее, проинтегрируем члены, содержащие производные функ- 
ции ф, по частям, чтобы «перебросить» дифференцирование на 
функцию и. Выпишем результаты интегрирования по частям для 
каждого члена в левой части (15.259) в отдельности: 


1 ® 1 
| pug! dx = раиф" |, — | (ри) 9" dx = 
0 0 
1 
= [раиф” — (ри) Фо + J (pau) "dx = 
1 
= [pueg” — (pat) Ф” + (rae Ola — | (раш)" $’ dx = 
0 
1 
= [paup” — (рам) 9" + (ри) $" — (ра) Фо + | (pau)'¥ @ ах, 
1 | ; . 1 
J pap” dx = [paup” — (psu) "Е (рзи)" ola — J (рзи)" фах, 
1 1 ы 
J py” dx == [рзиф' — (petd)' gly + J (pau)* фах, 
1 1 
J paug’ dx = риф — J (ри) фах. 


С помощью найденных выражений перепишем соотношение 
(15.259) как ` Е 


1 
| Ф Краш! У + (рзи)" + (раи)" — (prtt)’ + рой] ах ++ 
0 x < 
Я Риф” — (рии) — рзи] ф” + [(рам)" — (рзи)" + pats] $ — 


1 
— Кри)" — (ри (ршд' — риф} =] шах. (15.260) 
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Как и ранее, сопряженное уравнение получим, приравняв нулю 
коэффициент при ф в подынтегральной функции в левой части 
(15.260). В результате имеем 
(pxut)'Y — (рзи)” + (рзи)" — (рли)'- pou = 0. (15.261) 
Для того чтобы однбродное уравнение, соответствующее 
(15.257), было самосопряженным, оно должно совпадать с уравне- 
нием (15.261). Раскрывая производные и перегруппировывая члены 
в (15.261), приведем это уравнение к виду 
ра + (4p4 — ps)u" + (бру — Зрз + po) и" + 
+ (ар — 3p3 + 2p2 — pr) 4’ + (РА — ps - 25 — Pi -+ Po) 4 = 0. 
(15. 262) 
Условие совпадения уравнений (15,257) и (15.262) дает 


дру — = р» 4p, — 3p3+ 2p) — р = рь 
бру — 33+ P2= Pa» р’: — Pi t+ Po= Po 
или py= 2p, ре р, Pi = ра — 9+ р: = —Ps + Pr 
При stom уравнение (15.257) принимает вид 


pag’ + oe + py + (2 — PL) + Pop= 0, 
d 
ни er (ME) +E [lm — PFE] + pop =O. (15.263) 


Таким образом, произвольное самосопряженное дифференциальное 
уравнение четвертого порядка без правой части может быть за- 
писано в зи 


fe (AGE) + (4 2) + Ag =0. ^ (15.264) 


Заметим, что в то время, как любое дифференциальное уравнение 
второго порядка может быть приведено к самосопряженному виду 
путем умножения на специально подобранную функцию, произволь- 
ное дифференциальное уравнение порядка выше второго, вообще 
говоря, не может быть преобразовано в самосопряженное. 

Для’ того чтобы найти сопряженные граничные условия, рас- 
аж соотношение (15.260) для однородной задачи (т. е. при} = 


er — (ри) — pote] ©” + [(Pett)a— (Pat) di Ф— 
— (фм); — {рзш)" + (рам), — ри] фо = 
Учитывая уравнение (15.261) и однородные граничные условия 
Ф (0) = 9’ (0) = @ (1) =фх (1) =0, получаем 
\ Pele” (1) — [(раи)' — ptt} 9” (1) — Patt lo 9” (0) + 
+ Рид’ — ри 9" 0) =0. (15.265) 
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Выберем сопряженные. граничные условия так, чтобы соотноше- 
ние (15.265) выполнялось при произвольных значениях $” (0), 
Ф” (1), $” (0) их” (1). Для этого необходимо положить равным 
нулю коэффициент при каждой из указанных величин. В резуль- 
тате имеем 


и (0 =0, и(=0, и (0) =0, и) =0. — (5.266) - 


Таким образом, сопряженная задача включает в себя уравнения 
(15.261) и краевые условия (15.266). 

Для того чтобы найти условие разрешимости неоднородной 
задачи, вернемся к соотношению (15.260). Используя уравнение 
и граничные условия, которым подчинена функция и, находим 

у 


[риф — (раи” + Зрщи” — pst") gh = | ирах. (15.267) 
б 


Подставляя в соотношение (15.267) граничные условия (15.258), 
перепишем (15.267) как 


(раи’Ва — pate” Bs — Зраи’Вз 4- рай" Вз) || — 
— (рб — ite” Bi — Зри" + ри) = {teas (15.268) 


Выбирая в качестве функции и любое нетривиальное решение од- 
нородной сопряженной задачи, из соотношения (15.268) можно 
получить условие разрешимости задачи (15.257), (15.258). Ясно, 
что в случае, когда сопряженная однородная задача имеет лишь 
тривиальное решение, условие (15.268) удовлетворяется при лю- 
бых значениях В, и при произвольной функции | (x). 

Применим' теперь полученные результаты к двум модельным 
задачам. 


Пример 1 

При исследовании вопросов устойчивости ‘пространственных 
течений вблизи плоских поверхностей, если сформулировать со- 
ответствующую гидродинамическую задачу с помощью функции 
тока и пользоваться методом многих масштабов, возникает так 
называемая неоднородная задача Орра—Зоммерфельда следую- 
щего вида: 


(ga — #) 9 —iRUk— 0) (Fk *p) + #84 Fa 9 =F, (15:269) 


a 


9(0)=0, <E@)=0, 


¢ | om oy | 350; (15.270) 
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где величины А, Ки @ не зависят от у, а И uf являются заданными 
функциями у. При этом соответствующая однородная задача пред+ 
ставляет собой задачу на собственные значения, у которой суз 
ществует нетривиальное решение, только если выполнено опре-. 
деленное условие разрешимости. 

Раскрывая производные в (15.269), перепишем это уравнение 


как с 
фУ — (2k? + ikRU — 158) o” + (kA + 
+ ik®RU — iok?R + ikRU") ф = f. (15.271) 


Po=1, рз=0, р» = — (2 + ikRU — ioR), 
р = 0, po = № + ik®RU — iwk®R + ikRU". 
При этом сопряженное уравнение (15.261) переписывается в виде 
ШУ — [(2k? + ikRU — ioR) и" + 
+ (kt + ik8RU — со В + ikRU") и = 0, 
ulV — (2k? + ikRU — ioR) и" — 2ikRU'u' + 
+ (k* + ik8RU — iwk*R) и = 0. 


После некоторых преобразований последнее уравнение можно 
представить как ; 


Здесь 


или 


а a 1 du “4p 40 du 
eo в) u —iR(RU — в) (4 — и) _ Ку Gm 
г (15.272) 
Граничные условия для функции и имеют вид ; 
eee We Ee, (15.273) 


| и, и’ —0` при yoo. 
Определив таким образом сопряженную задачу, воспользуемся 


соотношением (15.268), заменяя в нем верхний предел, равный 1, 
на со. Тогда условие разрешимости сводится к соотношению 


J fudy=0. (15.274) 
0 


Пример 2 
Исследование колебаний пластины, имеющей форму, близкую 
к круговому кольцу, в случае жестко закрепленной кромки, если 
пользоваться при этом методом растянутых параметров, приводит 
к следующей неоднородной задаче: а 
п? 


(art +4 - 7) — on] =f (7), (15.275) 
@ (а) = Bi, 9 (2) = Be. Ф (5) = В», $’ (6) = By, (15.276) 


15.10. Краевая задача для уравнения 4-го порядка 457 


где я, Вь (Е = 1, 2, 3, 4) и — постоянные величины Hb > а. 
Соответствующая us. 276), Е 275) однородная задача имеет не- 
тривиальное решение, поэтому для разрешимости неоднородной 
задачи требуется выполнить специальное условие. 

Вместо того чтобы раскрывать дифференциальный оператор 
в круглых скобках в (15.275), группировать члены с производными 
одного порядка и применять затем условие разрешимости, выве- 
денное в предыдущем параграфе, покажем, что удобнее иметь дело 
непосредственно с уравнением (15.275), которое можно преобразо- 
вать в самосопряженное, умножая его на функцию у (г) = г. 
При этом для вывода условия разрешимости уравнение (15.275) 
следует умножить на ги (г), где и (г) — решение сопряженной од- 
нородной задачи, которое подлежит определению в дальнейшем. 
Производя указанное умножение и интегрируя полученный ре- 
зультат от г = а до г = В, получаем 


а п? н 


te [( + +4 — =) — on gdr= | ruf dr. (15.277) 


Если положить ` zs . 
ate weed (15.278) 


TO первое слагаемое в левой части (15.277) можно преобразовать 
следующим образом: 


Н 6 
рам | [ee (-B)— Sar 


= [9-9]. + [oll га) Ap | ar (15.279) 


Подставляя выражение (15.278) в (15.279) и вновь интегрируя по 
частям, имеем 


еж СФ > 


6 $ 
[+ ole (125) - Fa] a, (15.280) 


1 d/.du\ nu. fd, Га os 
Tae (= (at +G-3 7) a past 
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Подставляя выражение (15.281) в (15.280), имеем : 4 
Е 
- а du ny ag du 1 du п?и 
[ее - 
а 


а [42 1 du ntu\ 5 
+18] 


dr? г dr п /]а 


b 
1 2\2 - 
+ fro(ae+ +5 — 7) udr. (15.282) 


Наконец, подставляя (15.282) в (15.279), а полученный результат — 
в соотношение (15.277), получаем 


6 
foo (St +f) ~ ota) uars 


а | dp 1 dp п2ф du ap | 1 dp 1" 
[м (G++ - (а-я )+ 
dp / du 1 du п?и 
а (+= )- 

b 
а sdu 1 du neu 6 , 

— re (аж) = [ratar. (15.283) 
a 


Как обычно, приравнивая нулю коэффициент при ф в подынтег- 
ральной функции в левой части {15.283), пики а renee 
уравнение 


((gr++4-4) — abn] u= 0, (15.284) 


г 


которое полностью совпадает с однородным уравнением, соответ- 
ствующим (15.275). Следовательно, это уравнение является само- 
сопряженным. Далее, полагая в граничных условиях (15.276) 


B, = 0, (# = 1, 2, 3, 4) и подставляя полученный результат в со- 
‘отношение (15.283), а также полагая в нем { = 0, имеем 
{rup” + up” — ги’ф" = 0, 
или | 
bu (6) Ф” (5) + [м (6) — bu’ (b)1 9" (6) — 
— au (а) $" (a) — [и (a) — аи' (а)] $" (а) = 0. (15.285) 


Сопряженные граничные условия, как и ранее, найдем из того 
Условия, чтобы левая часть (15.285) обращалась в нуль при про- 
извольных значениях ф” (а), ф” (5), $” (а) и $” (5). Для этого 
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следует приравнять нулю коэффициенты`при каждой из указан- 
ных производных, т. е. : 

-и (а) = и (5) =0, и’ (a) = u' (6) = 0. (15.286) 
Сравнивая, наконец, уравнение (15.284) с уравнением (15.275), 
а граничные условия (15.286) с условиями (15.276), замечаем, что 
однородная краевая задача, соответствующая (15.275), (15.276), 
является самосопряженной. 

Определив сопряженную однородную задачу, вернемся к не- 
однородной задаче (15.275), (15.276), с тем чтобы найти недостаю- 
щее условие разрешимости. Используя уравнение (15.284) и гра- 
ничные условия (15.286) для функции и и подставляя граничные 
условия (15.276) в соотношение (15.283), получаем искомое ус- 
ловие разрешимости в виде 


БВли" (6) — БВзи” (В) — Baws” (6) т авьи" (а) + 
+ авш” (a) + Bu" (a) = | rufdr. (15.287) 
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В этом параграфе мы выведем условие разрешимости для крае- 
вой задачи ‘вида 


РАО + pa(x) 9” + ра (©) Ф'-- 21) Ф + р Ф=Е (x), 
a<x<b, (15.288) 


8 
Laur =Bo i=, 2, 3, 4, (15.289) 


где 9; представляют собой соответствующие компоненты ф” (а), 
ф” (а), 9 (а), @ (а), $" (5), $" (6), $’ (6), $ (6) вектор-столбца gp. 
Предполагается, что граничные условия (15.289) линейно неза- 
висимы, т.е. существует по крайней мере одна невырожденная 
квадратная субматрица 4-го порядка матрицы [0и;}.. 

Для того чтобы определить вид сопряженной задачи, обозна- * 
чим дифференциальный оператор в левой части уравнения (15.288) 
через L, т. е. 


16) = pap” + ps" + ae + rie + рф, ах, (15.290) 


где ph’, ps, Po, pi И Po предполагаются непрерывными Ha проме- 
жутке [а, 6]. Пусть ф (x) и и (x) — две произвольные функции, 
непрерывные на [а, 5] вместе со своими производными до Четвер- 
ан порядка RETOAIRAERD. Тогда имеем 


[ш (фах = | [риф + pane” + pau” + риф” + - pag]. | 
(15.291) 
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Интегрируя сботношение (15.291) по частям, с тем чтобы «пере- 


бросить» дифференцирование с функции ф на функцию и, полу- 
чаем 


fu а | ola - (Pst)” + (pany — (Pau) + pal dx + 


t+ {Раиф” — [(раи)' — (рый) 9” + (рам) — (Pstt)’ + рзи] $’ — 
— [(pat)” — (рзи)" + (рзи)' — ри ф}е. (15.292) 
Далее, обозначим дифференциальный оператор в подынтегральном 
выражении в левой части (15.292) через L*, т. е. 
L* (и) = (раи) — (рзи)" + (pats) — (ри) + pou. (15.293) 


При этом соотношение (15.292) может быть ры в виде сле- 
а формулы Грина: 


| [u ($) — pL’ (u)] dx = [раиф” — [pate’ + (pi — Pa) и] @” + 


+ [аш + (2p4 — рз) и” + (pi — pa + Po) и] Ф' — [раи" + 
+ (3p — pa) 4" + (3p4 — 2рз + po)’ + 
+ (Pi — ps + р; — Pi) и] gla (15.294) 
Оператор L* называют сопряженным по отношению к оператору L. 
Нетрудно проверить, что оператор L сопряжен оператору L*, 


так что L и L* взаимно сопряжены друг с другом. Как и в преды- 
дущем параграфе, дифференциальное уравнение 


L* (и) =0 (15.295) 
будем называть сопряженным дифференциальному уравнению 
L ($) =0, (15.296) 


и наоборот. Если же L = L*, то будем говорить, что оператор L 
и дифференциальное уравнение L ($) = 0 являются самосопря- 
женными. Сравнивая уравнения (15.290) и (15.293), заключаем, 
как и в предшествующем параграфе, что onépatop L будет само- 
сопряженным тогда и только тогда, когда 


=, рр. 
При этом уравнение (15.290) можно переписать как 
42 dt 
L(g) =a (m SS) + & [(6:— PZ] + pop. (15.297) 


Правая часть тождества (15.294) называется билинейной диф- 
ференциальной формой относительно ф и и, поскольку при за- 
данной функции`ф она линейна по и, а при заданной и — линейна 
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по ф. Используя векторно-матричную форму записи, перепишем 
формулу (15.294) в виде 
b 


| [ul (9) — Г” (и ах =u5 Poo, (15.298) 


где вектор фь определен ранее, uy представляет собой вектор- 
столбец с компонентами и” (а), и” (a), и’ (а), ‘и (а), и" (5), и" (5), 
и’ (5), и (5), а матрица Р определяется соотношением 


A, 0 
P= [ а м (15.299) 
причем матрицы-блоки Л.,ь имеют вид 
0 0 0 Ра 
ды 0 — Pr 3p, — Ps 
ae) 0 Ps Ps — 2ps 3p, — 2ps+ Pa 
—Pe МР P3—Pi— Po р — РЗ о — р = 
{15 :300) 
Заметим, что | P| = [ра (а) ра (5) * и, следовательно, ии Р 
невырожденная. 


Для того чтобы найти сопряженные граничные условия, 
преобразуем правую часть формулы Грина (15.298) в каноническую 
билинейную форму. С этой целью введем невырожденное линейное 
преобразование вектора фь в вектор Ф согласно формуле 

Ф = Афь, (15.301) 
где А = квадратная матрица 8-го порядка с постоянными эле- 
ментами ©!;. Матричные элементы су, входящие в первые четыре 
строки матрицы, совпадают с коэффициентами в граничных ус- 
ловиях (15.289). Нижние четыре строки о:таются при этом совер- 
шенно произвольными, за исключением того, что они должны быть 
линейно независимыми между собой и с четырьмя верхними стро- 
ками. Следовательно, при заданном ненулевом векторе фь произ- 
волом в выборе нижних четырех строк матрицы А можно восполь- 
зоваться, чтобы получить любые наперед заданные значения ком- 
NOHEHT Ds, Dy, OD, H Dg. Нижемы используем этот факт при нахожде- 
нии граничных условий сопряженной задачи. 

Преобразование (15.301) можно обратить, что дает 

фь = AIO. 
Тогда имеем . 


JtuL(@)— 9Ё* у] ах = usPA'O = ТФ, — (15.302) 
где ы : 
UT =u PA, или = (А )ГРТи,. (15.303) 
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Из соотношения ve 301) ‘и граничных условий (15.289) следует, 
что 


Ф, = Ху Вы i=1, 2, 3, 4. (15.304) 


Чтобы завершить построение сопряженной задачи, рассмотрим 
однородный случай (т. е. В; = 0) и положим левую часть соотно- 
шения (15.302) равной нулю. В результате имеем 

‘ 8 ` 


Зи, =0, Ф:=0, i=1, 2, 3, 4. 
i=! 
Следовательно, 

Us, + UsD, + И.Ф, + Us, = 0. (15.305) 
Как указывалось выше, при заданном ненулевом в`кторе Фь 
последние строки матрицы А можно выбрать так, чтобы придать 
любые требуемые значения компонентам Фь, Фь, Ф, и Dy в соотно- 
шении (15.301). Выберем эти четыре строки, например, таким 
образом, чтобы выполнялись равенства Ф, 1, Ф,. =Ф, =Ф, 
= 0. Тогда из (15.305) следует, что U; = 0. Точно так же можно 
выбрать последние четыре строки матрицы A из условия D, = 1, 
Ф, = ©, =Ф, = 0, откуда следует, что Из =0. Кроме того, 
о. ну бы аналогичных рассуждений нетрудно показать, что 

7 в =0 
Таким образом, задача, РЕ задаче 

L(g) =0, Ф=Ф, =Ф, =Ф,=0, (15.306) 


L* (и) = 0, Us = = U, = ИЦ = 0. (15.307) 
Определив сопряженную краевую задачу, вернемся к неодно- 
родной задаче, чтобы найти условие ее разрешимости. С учетом 
(15.307) формула Грина (15.302) принимает вид 
5 4 


имеет вид 


f ub @)dx = у ИФ, (15.308) 


Наконец, из соотношений (15.288) и (15.304) следует, что L(g) = 
= f (x) иФ, = В, при { = 1, 2, 3, 4. С учетом этих равенств соот- 
ношение (15. 308) В АЕ B — условие разрешимости: 


Гоа = х вый. (15.809) 
а an (=! 


15.12. Задача на собственные значения для дифференциального 
уравнения четвертого порядка 
: Применим развитую в двух предыдущих параграфах теорию 
к следующей задаче на собственные значения: | 
ФУ + 109" + № +#()15=0, @ <1, . (15.310) 
Ф (0) = 9” (0) = 9 (a) = 9" (п) = 0. ; 
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Будем искать равномерно пригодное разложение первого по- 
рядка для решения задачи (15.310) с помощью метода растянутых` 
параметров, т. е. полагая 


ф (x, =) = Фо (x) + eq, (x) +..., (15.311) 

у ` N= Ay + ely +.... 
Подставляя разложения (15.311) в уравнение и граничные условия 
(15.310) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе- 


нях в, получаем 
для порядка e°: 


gh” - 1040 + dopo = 0, 


0 (0) = фо (0) = Go (п) = фо(л) = 0; (15.312) 
для порядка е: 

Gt + 10gi м = — М + Ago, == (5.313) 

фи (0) = $1 (0) = фи (л)= 9! (п) =0. © (15.314) 


Нетрудно проверить, что решением задачи (15.312) является 
функция 
Фо = sin nx при № = п? (10 — п"). (15.315) 


Заметим, что, согласно приведенной формуле, собственные числа 
при п = 1 ил = 3 совпадают, т. е. № (1), = Ay (3) = 9. Следова- 
тельно, собственные функции sin x и Sin Зх отвечают одному и 
тому же собственному числу № = 9, а при п = 1 ип = 3 задача 
на собственные значения (15.312) оказывается вырожденной. 
При всех остальных значениях п каждому собственному числу со- 
ответствует только одна линейно независимая функция, и, зна- 
чит, вырождение отсутствует. Оба эти случая, вырожденный и не- 
вырожденный, рассмотрим ниже. 

Неоднородная задача имеет решение, только если выполнены 
условия разрешимости. Для нахождения этих условий прежде 
всего сформулируем соответствующую сопряженную задачу. 
С этой целью умножим уравнение (15.313) на функцию и (x), про- 
интегрируем это произведение от x = О дох = л, а затем преобра- 
зуем полученный результат с помощью интегрирования по ча- 
стям, «перебрасывая» дифференцирование с функции $; На функ- 
цию и. В результате получим 
a 


[ош + lou" + ми) dx + [pra — gia’ + фи — фм" + 
о С 
+ 10 [фи — фи = — J i+ Agoudx. (15.316) 
. 0 


Следовательно, сопряженное уравнение имеет вид 
ШУ 10” + Agu = 0, . (15.317) 
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что полностью совпадает с однородным уравнением, соответствую- 
щим (15.313). Этот факт не является неожиданным, поскольку 
однородное уравнение, соответствующее (15.313), имеет форму 
(15.263). Для того чтобы найти сопряженные граничные условия, 
положим в соотношении (15.316) Ay = On f = 0, так что (15.316) 
примет вид 


[ги — gi’ + gi (4 10%) — фи (и" + 10u’)]o =0. (15.318) 


Учитывая в соотношении (15.318) граничные условия (15.314), 
имеем 


фу (п) и (л) + i (я) [и (п) + 10 (л)] — 
-~ 1 (0) 4 (0) — @ (0) [4" (0) + 10u(0)} =0. (15.319) 
Как и ранее, выберем сопряженные граничные условия, требуя, 


чтобы выражение (15.319) обращалось в нуль при произвольных 
значениях фи (л), фи (п), ф (0) й gi (0), т. е. 
и (0) = и” (0) =и (пл) = u" (л) = 0. (15.320) 
‚Таким образом, однородная краевая задача, соответствующая 
(15.313), (15.314), является самосопряженной. 
Вернемся теперь к неоднородной задаче и, используя уравне- 


ния и граничные условия сопряженной задачи, получим из 
(15.316) искомое условие разрешимости: 


J Ort Рош = 0. (15.321) 
- 0 


Рассмотрим теперь в отдельности вырожденный и невырож- 
денный случаи, начиная со случая простого (т.е. некратного) 
собственного значения. 

Невырожденный случай 


В этом случае параметр п отличен от | и 3, и решение задачи 
нулевого порядка дается формулой (15.315). При этом решение 
сопряженной задачи можно взять в виде и = Sin nx, что после 
подстановки в к (15.321) дает 


j а + Ко] sin? ax dx = 0. 
| ( 


Таким образом, 


п 
y= —F | Кия, 
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и из разложения. (15.311) следует, что в первом приближении 
ф = sin nx + О (e), (15.322а) 


A= 12 (10 — n°) — 22 | F(x) sin® их dx + O(e%). (15.3226) 
0 


Вырожденный случай 
В этом случае параметр п равен | или 3, и решение задачи 
нулевого порядка имеет вид ‘ 
Po = a Sin x + аз sin 3x, № = 9, (15.323) 


где постоянные 4; и аз Ha данном этапе итерационного процесса 
считаются независимыми, что в данном случае и служит проявле- 
нием вырождения задачи. При № = 9 решениями сопряженной 
задачи будут функции и = sin x и и = sin 3х. Подставляя реше- 
ние (15.323) в условие разрешимости (15.321), имеем 

: ь 


j (a + F(O) (a sin x + аз sin3x)u(x)de=0. — (15.324) 
Соотношение (15.324) должно выполняться для любого решения 


сопряженной задачи. Полагая в соотношении (15.324) и = чих 
и и = sin 3х, получаем соответственно 


| [ + f (x)] зщ x - аз sin 3x) $1 х dx = 0, 
0 


| [№ + ОТ (а, sin x + аз sin 3x) sin 3х 4х =0, 
é : 


или' а раз = 0, (15.325) 
fisd + (№ + В) аз = 0, 


a a 
где = 2 | fsin?xdx, [= + fr sin? 3x dx, 
о 0 


a 
fs=—| f sin x sin 3x dx. 
3 


Для того чтобы существовало нетривиальное решение системы 
уравнений (15.325), необходимо и достаточно, чтобы определи- 
тель этой системы обращался в нуль, т. е. 


м his |=0 
hs dy + fsa a 
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Раскрывая этот определитель, получаем квадратное уравнение 
вида . 


AT + (fir + fsa) м + ЫЛз — fis = 0 


с корнями 
AG) и) (и — 41]. (15.326) 


Если Ay совпадает с одним из корней (15.326), то из системы 
(15.325) находим 
аа = — sth Athi а 

his 
Окончательно, подставляя найденные выражения в разложение 
(15.311), получаем, что в первом приближении 


A(t) 
gp? =sinx — AEE ах + ua, 
A? = 9 — 5 (и + № + Фи — fo)? + 48 +... (15.327) 
gp” =sinx — rE aaae ta 


и ь 
A?) =9— (и + fs) — [fr — fas)” + 4] + ++. (15.328) 


Таким образом, если Af! 52 AY” (т.е. fir 52 з или fig £0), то 
в первом приближении вырождение задачи снимается. 


15.13. Система дифференциальных уравнений первого порядка 


В этом параграфе выведем условия разрешимости краевой 
задачи для одной системы дифференциальных уравнений первого 
порядка. В следующем параграфе рассмотрим систему уравнений 
первого порядка общего вида, ав $ 15.15 — краевую задачу для 
дифференциального уравнения второго порядка с внутренними 
граничными условиями на поверхностях раздела. 

При изучении распространения затухающих звуковых волн 
в сжимаемой жидкости, движущейся по каналу кольцевого се- 
чения, возникает следующая И задача: 


— Ко — В) 94 + ро + 2 gy + 9 (гр) = fs (18. 329) 
— ipo (a — hus) 91 + pote + tks = fer (15.330) 

— (© — #40) 2 > фё ==», (15.331) 

=i py (w@ — kus) ps + — Г = fas. (15.332) 
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— ipo (@ — kuo) ps + роГоф» + 1(ф — 1)(@ — А) = fo, (15.333) 


м % 
Po Po 5s То’ Ona 


Фз (К!) — Bids (Ri) = ол, Pa (Re) — ВзФь (Ra) = Ma, (15.335) 


где шо, бо, ро, То и fa (г) представляют собой известные функции 
переменной г, а параметры w, т, k, a@,, Ви и % не зависят от г. 
Отметим, что четыре приведенных уравнения из шести являются 
алгебраическими, следовательно, система дифференциальных 
уравнений имеет второй порядок. Предполагается, что соответ- 
ствующая однородная Задача имеет нетривиальное решение, 
поэтому для разрешимости неоднородной задачи требуется вы- 
полнить специальное условие. 5 

Для того чтобы получить требуемое условие разрешимости, 
умножим каждое из уравнений (15.329)—(15.334) соответственно 
на фи, фз, фз, фа, Ys H фе. Далее, сложим полученные произведения 
и проинтегрируем результат по г в пределах от А, до Ry. Затем 
преобразуем полученное соотношение с помощью интегрирования 
по частям, перенося дифференцирование с функций ф„ на функ- 
ции фи. В результате получим 


В+ К 


J too: Фо + pil dr + [ popel—idya + Hoye —r (№) + 


n 
Е, К, 


Ry Rs 
+ Tos] dr + | ioups [— Oya + yp | dr + [1-9 — 
a Ri К, 
Rs р . 
— Toporte) ar + [ в [ky — в ve +E (0 — 1) Os + 
Ri 
; 
+ poTovs] dr + | popsl— 0% — pote] dr + 
К: 
5 Rs 
+ [oopaths + ФФ: = У, [ vafn dr, (15.336) 
n=l В, | 2 


rye wo = ® — Ruy. Отметим, что члены в левой части соотношения 
(15.336) сгруппированы так, что в подынтегральное выражение 
в каждом интеграле входит только одна из функций ф„. Прирав- 
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нивая нулю коэффициенты при каждой из функций ф„, получаем 
сопряженную систему уравнений вида 


— @й Ай =0, (15.337) 

— iyo + Hoe — г (A+) + Toys=0, (5.338) 

— быт =0, (15.339) 

— р + Прив =0, (15.340) 

И — в +4 my (у Nays + роГофе = 0, (15.341) 


ids + poe =0. (15.342) 


Система уравнений (15.337)—(15.342) сопряжена системе ypaBHe- 
ний (15.329) —(15.334). Для того чтобы получить граничные усло- 
вия, которым подчинены функции {ф„, положим в соотношении 
(15.336) f, = 0 и воспользуемся уравнениями (15.337)—(15.342). 
В результате получим 


[рофафа + qarpslat = 0. (15.343) 


Полагая в граничных условиях (15.335) «, = 0, а затем выражая 


граничные значения фз через граничные значения фь, перепишем 
(15.343) в виде 


(ров + Фив, Ps (Re) — (рвиф + фа, (Ri) = 0. (15.344) 


Сопряженные граничные условия выбираем, как и ранее, из 
условия обращения левой части (15.334) в нуль при произвольных 
значениях Qs (Ri) и Фь (Rs). В результате получаем 


ps (Ra) + роВаф: (В) = 0, 
фз (Ri) + poBatts (Ri) = 0. 


Таким образом, сопряженная краевая задача определяется си- 
стемой уравнений (15.337)—(15.342) и граничными условиями 
(15.345). 

Возвращаясь к неоднородной задаче, прежде всего упростим 
соотношение ek с помощью уравнений (15.337)—(15.342) 
и условий (15.345). В Hesgaerare получим 

5 Rs 


[рорафи + фуфа! = У, [+ dr. © (15.346) 


n=l R, 


(15.345) 


Выражая граничные значения tps через граничные 3HaYeHHA tp, 
с помощью соотношений (15.345), а граничные значения фз через 
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граничные значения Ps и постоянные @; и Os, перепишем (15.346) 
как ый 
tap (Ra) фа (Ra) — алро (Ra) (В) = >} | ыы 4", (15.347) 


n=l Ки 


что и служит искомым условием разрешимости. 


15.14. Общая краевая задача. для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений 


Рассмотрим вывод условий разрешимости для задачи вида 


Е — A(x) @=F(x), ^ (15.348) 


фи (0) = В, i= 1, 2, ..., m, 


(15.349) 
фи (1) = Bi, i =m+l.m+2,...,2, 


где фи f — вектор-столбцы с п компонентами, A — квадратная 
матрица п-го порядка, а В; — известные постоянные величины. 
Отметим, что граничные условия краевой задачи для системы . 
уравнений первого порядка не всегда могут быть разделены, 
как в соотношениях (15.349). Нетрудно, однако, развить теорию 
и для граничных условий, содержащих п линейно независимых 
комбинаций @, (0) и ф, (1). Более общие, чем (15.349), случаи 
рассматриваются в конце настоящего параграфа. 
Предположим, что однородная задача, соответствующая 
(15.348)—(15.349), обладает нетривиальным решением, так что 
неоднородная задача имеет решение, только если удовлетворено 
некоторое условие разрешимости. Для того чтобы вывести усло- 
вие разрешимости задачи (15.348), (15.349), умножим i-e уравне- 
ние (15.348) (1.= 1,2, ..., п) Ha wp, и сложим полученные резуль- 
таты. Эта операция эквивалентна умножению векторного урав- 
нения (15.348) слева на 7, rae wp” представляет собой транспони- 
рованный сопряженный вектор-столбец 4 с п компонентами. 
‚ Таким образом, имеем 


de 
yp 2p Ag=v't, 


что после интегрирования по переменной x в пределах от 0 до 1 
дает ` Е 
1 1 т 
4 
ь . fo" а- | p Agar = [У (15.350) 
: 0 0 


o 
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Интегрируя по частям в первом интеграле в левой части (15.350), 
находим 
1 


1 т 1 
#*-| 98 - Jy" Agar [Ут 
0 0 0 
или 


У*|- р (= +0" 4)odr= и (15.351) 
0 0 


Приравнивая нулю коэффициент при ф в полынтегральном 
выражении в левой части (15.351), получаем сопряженное век- 
торное уравнение 


ay фо. 


Выполняя транспонирование, имеем 


(4 + (747) =0, 


или К 

B+ ATp= 0. ‘(15.352) 
Сравнивая уравнения (15.348) и (15.352), приходим к выводу, 
что уравнения окажутся сопряженными, если А = —Ат. Для 


того чтобы вывести граничные условия для вектора tp, рассмотрим 
однородную задачу. Полагая в соотношении (15.351) f = 0, 
получим 


$6 =0, (15.353) 


[Wig + 4262 + es + фи = 0. - (15.354) 
Полагая в граничных условиях (15.349) В, = 0 и подставляя 
граничные значения функций ф; в (15.354), находим 
pr (1) p21) + tha (1) pa (1) + +++ +m (1) Pm (1) — 
— Wms (0)-Фтал (0) — фича (0) фич» (0) — +++ — Pn (0) Pn (0) = 0. 
Е (15.355) 


Как и ранее, сопряженные граничные условия определяем из 
требования, чтобы левая часть соотношения (15.352) обращалась 


или 


в нуль при произвольных значениях ф; (1), i= 1, 2,..., ти 
9: (0), i =m+1,m+2,..., п. В результате имеем 
ф: (0) =0, i=m+1,m+2,..., a, (15.356) 


yw (1) =0, i=1, 2, ...., м. 
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Возвращаясь к неоднородной задаче, подставим выражения 
(15.349), (15.356) в формулу (15.351). Это дает соотношение 


Brasher + Brsathmsa + oo + Ban (1) а $ 
— В (0) — Bae (0) — +++ — Вы (0) = [ф' 4х, (15.357). 
0 


которое и служит искомым условием разрешимости, 

Рассмотрим теперь более общий случай граничных условий, 
чем (15.349), а именно 

$(0) = stp (1) + В, (15.358) 

где of — квадратная матрица п-го порядка с постоянными эле- 
ментами, В — вектор-столбец с п компонентами. В этом случае 
соотношения (15.350)—(15.354), выведенные выше, сохраняют 
. силу, причем изменяется лишь последний этап вывода сопряжен- 
ных граничных условий. Так, полагая f = Ои В = 0, из соотно- 
шений (15.353) и (15.358) находим, что 


“ap” (1)Ф(1) — $" (0)Ф(0)=$' (1) @(1) — У" (0) 49(1)=0, 


или . 
[4' ($ (0) 4191) = 0. (15.359) 
Как и раньше, сопряженные граничные условия определяем 
с учетом требования, чтобы левая часть соотношения (15.359) 
обращалась в нуль при произвольных значениях компонент век- 
тора q; (1). В результате получим 
У (1) —¥" 0) # =0, 
откуда пбсле транспонирования находим 
ap (1) = 574 (0). (15.360) 
Обращаясь вновь к неоднородной задаче и используя урав- 
нение (15.352), приведем соотношение (15.351) к виду 


{ 


р а 1 
$" (09) —4' 0Ф0 = J Hae. (15.361) 
0 


Подставляя выражение (15.358) в формулу (15.361), имеем 
С - 1 
¥7 ()e(1)— 9" (0) 990) — W" (0) B = [ФГ (15.362) 
0 
Принимая BO внимание условие (15.360), убеждаемся, что первые 
два члена в левой части (15.362) взаимно уничтожаются, так что 
это соотношение сводится к равенству 


1 
2" p= [$ fax, (15.363) 
0 
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которое и является искомым условием разрешимости. Таким: же 
образом можно рассмотреть и другие задачи`с аналогичными 
краевыми условиями. 


Наконец, обратимся к случаю граничных условий самого `об- 
щего вида 


2п 
Хи =В, i= 1%... (15.364) 
j= 


где ф, представляют собой компоненты граничного вектор-столбца 
фь, причем первые п компонент вектора фь совпадают с составля- 
ющими вектора ф (1), а последние п компонент — с составляю- 
щими вектора ф (0). Соотношения (15.350)—(15.354) остаются 
в силе и в этом случае. Следующий шаг состоит в том, что мы 
вводим невырожденное линейное преобразование вектора Фь по 
формуле, аналогичной (15.103)-и (15.301) 


Ф= Sq, (15.365) 


где of — квадратная матрица 2п-го порядка с постоянными эле- 
ментами. Элементы первых ее п строк совпадают с коэффициентами 
в граничных условиях (15.364), поэтому 


2n 
O = Day=Bo $= 1, 2-0. (15.366) 
, j= 


Как и в других подобных случаях, последние п строк матрицы 
остаются произвольными, за исключением того, что они должны 
быть линейно независимы одна от другой и от первых п строк. 
При ненулевом векторе @, последние п строк матрицы А можно 
выбрать так, чтобы компоненты Ф;, i > п + 1, принимали любые 
наперед заданные значения. 

Перепишем соотношения (15.353) в виде 


мер =У (0-Х (0) 1p 0) =0, 


wow oll, у [ 0 =° 


ИЛИ 


или, наконец, 


фр = Рфь = 0, (15.367) 
где J] — единичная матрица порядка п, а через Р обозначена 


матрица вида 
Pp I 0 
=o | 


Разрешая уравнения (15.365) относительно фь, имеем 


оф я, 
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Подстановка этого выражения в (15.367) дает 
$7 = РАФ = 0, 


или _ Тор =УТФ= 0, (15.368) 
где 


w? = МР", откуда 4 = (st!) Py, — (15.369) 


Учитывая однородные граничные условия, соответствующие 
(15.366) (при В; = 0), приведем соотношения (15.368) к виду 


2n 

x ¥,0,=0. (15.370) 
s=n+1 

Левая часть (5. 370) представляет собой линейную форму от 
компонент ¥;, i =n +1, п +2, ‚ 2п. Поскольку эта форма 
должна обращаться в нуль при произвольных ненулевых значе- 


ниях коэффициентов Ф;, то все компоненты Ч; также должны 
обращаться в нуль 


= fat eth пью ОБН 


WW) Определив вид сопряженных уравнений (15.352) и граничных 
условий (15.371), вернемся к неоднородной задаче. С помощью 


уравнения (15.352) и соотношения vel = WO придадим фор- 
муле (15. 501) следующий вид 


УФ = je fdr. : (15.372) 


Используя теперь граничные условия (15.366) и (15.371), получим 
искомое условие разрешимости 


Yi 
Ум, = [ух 
t=] 0 

которое должно выполняться для произвольного вектора «р, 
являющегося решением сопряженной задачи. 


15.15. Краевые задачи с внутренними граничными условиями 


При исследовании распространения волн в составных телах 
часто приходится сталкиваться с краевыми задачами для неодно- 
родных дифференциальных уравнений с неоднородными гранич- 
ными условиями на поверхностях раздела. В этом параграфё 
мы рассмотрим в качестве примера задачу о крутильных колеба- 
ниях стержня, покрытого оболочкой из другого материала при 
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синусоидальном возмущении поверхности раздела «ядро—обо- 
лочка». Эта ae формулируется следующим образом: 


4% 
Se 4224 (чз) е=Л 0, 9<r<a, (15.373) 
oes | И +=)е=Ь(, a<r<b, (5.374) 


14: (0) |< оо, 40—50 = 0, (15.375) 
фи (а) — 92 (а) =Ё, 42(а) — шфи (а) — реф, (а) = В», 
где 2, Ya, Bn». Pn, аи Ь — заданные постоянные. 

Как указывалось в $ 15.9, однородные уравнения, соответ- 
ствующие (15.373) и (15.374), можно привести к самосопряжен- 
ному виду, умножив каждое из них на независимую перемен- 
ную г. Таким образом, для того чтобы вывести условие разреши- 
мости задачи (15.373)— (15.375), следует умножить уравнение 
(15.373) на ru, (г), а уравнение (15.374) — на ги» (г). Интегрируя 
результат первого умножения по переменной г от 0 до а, получим 


а а 
[a (roi) + (air — +) фиш | dr = [ ruifidr, (16.376) 
0 0 
что после интегрирования по частям‘ дает 
а а 
фу — ruil + [в [(mi) + (ог — +) ш] dr = [ав dr 
0 0 
(15.377) 


Аналогичным образом, интегрируя результат-умножения (15.374) 
на гиз (г) ie промежутку [a,b], получим 


6 
j (мифе) — (var +>) gate] dr = J поро 
а ste интегрирования по частям м 


j ¢2 (и) = (var + +) ws] dr + [ rus, — rugge]2 = [ rue 


(15.378) 
Складывая теперь соотношения (5. 377) и (15.378), находим ’ 


[ruses — rupel® + [rap — ruin 6 + 
a Jo (м) + (oar -+)4] dr + 
д 


2 а ь а b 
4+ феи аи) м] = [ пара" + | rusfedr. (15.379) 
а 0 а 
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Далее, приравнивая нулю коэффициенты при G, и G2 в подын- 
тегральных выражениях в левой части соотношения (15.379), 
получим сопряженные ` уравнения 


(rut) + (авг — >) =0, " (15.380) 


(ru)' — (vir + +) te =0. "(15.381) 
При этом соотношение (15.379) примет вид 
bus (6) 2 (6) — bus (6) po (6) — lim [пл чи — миф] + 


+ а (а) и (а) — аи (а) G1 @ — ally (а) 9 (а) + аш (а) mele 
(15. cee 
Уравнение (15.380) имеет регулярную особую точку г = 0, так 
что одним из граничных условий для него служит условие | ф, (0) |< 


< о. Как показано в $ 15.9, сопряженным этому условию яв- 
ляется условие ограниченности решения 


. | uy (0) |< 00. (15.383) 
Если условие (15.383) выполнено, то должно обращаться в нуль 
слагаемое в левой части (15. 382), содержащее предельный пере- 
ход r+ 0. 

Из однородных граничных ‘условий, a Lae (15.375), 


чует, что 
2 (6) = bps (6), 
Gs (а) = Ф, (а), 
92 (@) = wigs (2) + Hae: (а). 


Подставляя эти выражения в соотношение о 382), приводим 
его к виду 


Ь [из (6) — биз (6)] p2 (6) + [us (а) — ши (а)} 1 (а) + 

+ а [мх(а) — uj (а) — pata (a)] фи (а) =0 (15.384) 
Как обычно, выбираем сопряженные граничные условия из тре- 
бования, чтобы левая часть соотношения (15.384) обращалась 
в нуль при произвольных значениях $2 (5), gi (а) и фр (а), т. е. 

и (6) = bu; (6), ш (а) = ши (а), ` 

из (а) — ш (a) — рой» (a) = 0. (15.385) 
Таким образом, сопряженная краевая задача состоит в решении. 
уравнений (15.380) и (15.381) с граничными условиями (15.383) и 


(15.385). Сравнивая сопряженную задачу с исходной однородной 
задачей, замечаем; что несмотря на то, что дифференциальные 
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уравнения этих задач самосопряжены, краевые задачи не яв- 
ляются самосопряженными, за исключением случая py = 1. 
Определив теперь сопряженную задачу, вернемся к неодно- 
родной краевой задаче, чтобы завершить вывод условия разре- 
шимости. Соотношение (15.379) с учетом сопряженных уравне- 
ний (15.380), (15.381) и условия ограниченности (15.383) преобра- 
зуем к виду 
Биз (6) 2 (В) — bus (В) 42 (6) + ats (а) фи (а) — аи (а) фи (а) — 


— аи» (2) 95 (a) + аз (а) фз (а) = J пара" + | ruafedr. (15.386) 
` 0 0 
Выражая Фо (5), ge (а) и go (а) с помощью граничных условий 
(15.375) и подставляя результат в (15.386), имеем 
Ь [и (6) — виз (6)] 92 (b) а [4 (а) — pate (а)] фи (а) + 
+ а [и (a) — ш (а) — prot, (а)] фи (а) — ав (а) — аВлиз (а) = 


= [ang dr+ | гизр dr. 
0 а 


Упрощая последнее соотношение с помощью условий (15.385), 
приводим его к виду $ ` 


— авы (a) — авш (а) = [ пф dr + [ пифьаг. — (15.387) 
0 


а 
Соотношение (15.387) и служит искомым условием разрешимости. 


15.16. Интегральные уравнения 


В этом параграфе выведем условие разрешимости для инте- 
грального уравнения Фредгольма второго рода : 


6 
Ф() = +4 | K(s, f(t dt (15.388) 

a 
в случае, когда соответствующее однородное уравнение (т. е. 
при f = 0) имеет нетривиальное решение. Для этого умножим 


уравнение (15.388) на функцию ф (5) и проинтегрируем получен- 
ный результат по промежутку [а, 8]. В результате получим 


b ь ofo : 
J r() vis) ds= | f(s) y(s)ds +4] [fx оеба о 
а 


ил 


b b bb 
[99% 4= [16) $96 -+^ | [KG 0%0%9 4 
в я а 98 
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что после смены порядка интегрирования в двойном ИНО 
— 


[49% tsa} [кб офозова =f че. (15:86) 


Не меняя значения двойного интеграла в левой части (15.389), 
поменяем местами обозначения переменных интегрирования $ и ft. 
Тогда соотношение (15.389) перепишется как 


b bob b р 
996 -^| [К 8) w(t) (s)dtds = | f(s) p(s)ds, 


HH 
b b 6 
| | (9—^ | ке, Эу wa (s)ds = | f(s) p(s)ds. (15.390) 


Для того чтобы определить вид сопряженного интегрального 
уравнения, рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
(т. е. положим в (15. een) f = 0). При этом соотношение (15.390) 
примет вид 


| Ё (s) —4 [ке эн] p(s)ds=0. — (15.391). 


По аналогии с уже рассмотренными случаями выберем сопряжен- 
ное уравнение так, чтобы обратился в нуль коэффициент при 
Ф ($) в подынтегральном oon B (15.381 ye 


ах веке s) p(t) dt. ‚ (15.392) 


Сравнивая уравнение (15.392) с однородным интегральным урав- 
нением, соответствующим (15.388), замечаем, что они отличаются 
друг от друга лишь порядком аргументов ядра К (5, #). Следо- 
вательно, однородное интегральное уравнение Фредгольма вто- 
рого рода будет самосопряженным тогда и только тогда, когда 
его.ядро К (5, В симметрично, т. е. К (5, t) = K (t, s). 

Возвращаясь к тождеству (15.390) и предполагая, что входя- 
щая в него функция tp является решением сопряженного уравне- 
HHA (15. 392), получаем aml условие разрешимости 


roy (s)ds=0, (15.393) 


которое можно сформулировать следующим образом: неоднород-_ 
ное интегральное уравнение Фредгольма второго рода разрешимо 
при условии, что его правая часть ортогональна любому нетри- 
внальному решению сопряженного интегрального уравнёния, 
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Мы доказали необходимость этого условия, но на самом деле 
оно является и достаточным. Если однородное уравнение имеет 
только тривиальное решение, то условие (15.393) удовлетворяется 
автоматически, поскольку в этом случае ф (5) = 0. 

Эти предложения составляют содержание так называемой 
альтернативы Фредгольма: либо интегральное уравнение (15.388) 
разрешимо при произвольном неоднородном члене } ($) и соответ- 
ствующее однородное уравнение имеет только тривиальное ре- 
шение, либо однородное уравнение имеет нетривиальные решения, 
и неоднородное уравнение разрешимо тогда и только тогда, 
когда его правая часть ортогональна всякому решению сопряжен- 
ного однородного уравнения. : 

В качестве приложения развитой выше теории рассмотрим 
случай интегрального уравнения с вырожденным ядром. Ядро 
К ($, #) называют вырожденным, если оно может быть представ- 
лено конечной суммой слагаемых, каждое из которых является 
произведением функции переменной $ на функцию переменной &, 
т. е, 


N 
Kis. ) = Ba (9) Bi. {(15.394) 


В случае вырожденного ядра уравнение (15.388) можно запи- 
сать в виде 


a N b 
$9 = А de ($) [0 @ (t) at. (15.395) 


„Для того чтобы решить уравнение (15.395), положим 
ь 


[в (fp (t)dtmx, tel, 2,.. М, (18.396) 


Тогда уравнение (15.395) примет вид 


N 
9 (5) =1 8) А 2x ()) — (15.397) 


Умножив уравнение (15.397) на В, (5) и проинтегрировав получен- 
ный результат по промежутку [а, 6], получим 


ь , ь ть 
[реф = вое Уж | cu (s)By(s)ds. (15.398) 


а а а 


Интеграл в левой части уравнения (15.398) равен x, (см. 15.396), 
поэтому данное уравнение можно переписать как 


м 
y= hth Залх, j=l, 2,....М, (15.399) 
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где “b . 
= J By (SF (9) ds, 


. b 
ayn = | В, ($) ви (s)ds. (15.400) 


Отметим, что решение интегрального уравнения (15.388) 
свелось к решению системы линейных алгебраических уравне- 
ний (15.399). Эту систему уравнений можно записать в векторной 
форме как - 
{J —AA] x =f, (15.401) 


где / — единичная матрица порядка N, А — квадратная ма- 
трица порядка М, элементами которой являются коэффициенты 1, 
ахи! — вектор-столбцы с компонентами x; и f;. 

Как указывалось в $ 15.1, если однородное векторное уравне- 
ние, соответствующее (15.401), имеет только тривиальное реше- 
ние, неоднородное уравнение имеет единственное решение при 
произвольном f. С другой стороны, если однородное уравнение 
имеет нетривиальное решение (т.е. |/ — ЛА| = 0), то уравне- 
ние (15.401}- имеет решение тогда и только тогда, когда 


(и, В =0, (15.402) 
где вектор и представляет собой любое решение сопряженного 
уравнения . 

a {1 —AA}* u=0. (15.403) 


Поскольку матрица A вещественна, уравнение (15.403) можно 
переписать как 
[7 — ХАТ] и = 0, 


или, в тензорных обозначениях, 
re 
uj—4 Уаш, =0. (15.404) 
{= 


Таким образом, исходное интегральное уравнение является само- 
сопряженным тогда и тслько тогда, когда матрица А симметрична, 
т. е. а; = ал, Что’ имеет место, например, при условии 


a; ($) = В! (5). - 
15.17. Дифференциальные уравнения с частными производными 


В предыдущих параграфах данной главы мы изучали различ- 
ные краевые задачи для обыкновенных дифференциальных урав- 
нений. В этом параграфе мы рассмотрим вывод условий разре-- 
шимости краевых задач для уравнений в частных производных. 
Алгоритм, с помощью которого выводятся условия разрешимо- 
сти в этом случае, аналогичен алгоритму, который мы приме- 
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няли в задачах для обыкновенных уравнений, за исключением 
того, что интегрирование производится не по отрезку числовой 
оси, а по многомерной области. Продемонстрируем процедуру 
вывода условий разрешимости на двух примерах. 


Пример 1 


При исследовании распространения звуковых волн по аку- 
стическому волноводу с переменным по длине прямоугольным 
сечением возникает следующая неоднородная задача: 

9$ ap 0 0 
ap + pr t =F, 2), О<уч<а, 0<z<6, (15.405) 


@(0, 2)=0, @ly, 0) =0, (15:406) 
ay 

_ a> — mp =Bi (2) при y=a, 
vd sa (15.407) 


Fz — Mh = ва (у) при 2=6. 


Для того чтобы найти условие разрешимости задачи (15.405)— 
(15.407), умножим уравнение (15.405) на функцию и (у, 2) и про- 
интегрируем полученный результат по интересующей нас обла- 
сти, Т.е. по прямоугольнику 0. < y <a, О<2< 6. В резуль- 
тате получим 

фа 


SJ [use tu St + hug] dydz = {чу (15.408) 
00 00 


Преобразуем теперь соотношение (15.408) с помощью интегриро- 
. вания по частям, чтобы «перебросить» дифференцирование с функ- 
ции ф на функцию и: 


b 
- [48-89 


а В 92 . 
i+ j oa] dz, (15.409) 
0 
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Подставляя (15.409) и (15.410) в соотношение (15.408), имеем - 


Г [SF + SE + 0) оные 
po 


ем ве (аа. (15.411) 
0 


Соотношение (15.411) можно аи, и другим способом, непо- 
средственно используя формулу Грина для произвольной обла- 


CTH 
JJ ev» — ova) ds = | (u# 5: oH) ds, (15.412) 
$ г 


где Г представляет собой границу области 5. 

Сопряженное уравнение определим, как и ранее, из условия 
равенства нулю коэффициента при ф в подынтегральном выраже- 
нии B левой части соотношения (15.411), т. е. 

eu ou 

“дут + oF sa + № =0. _ (15.413) 
Для того чтобы найти вид сопряженных og ae условий, 
обратимся к однородной задаче (т.е. положим f = 0, В, = 0). 
В случае ‘aie f = 0, соотношение (15.411) принимает BUN ; 


[eB He fides | (ug He )dy=0. (15.414) 


Перепишем теперь однородные граничные условия, соответству- 
ющие (15.407), разрешая их относительно производных 
се |= Pld = (05415) 


Подставляя в формулу (15.414) вместо левых частей граничных 
условий (15.406) и es соответствующие правые части, имеем 


J [$e] aha + 


= ap \y=a , 2 


+ [8 =) 9|,— 9) dy = 0. (15.416) 


Поскольку соотношение (15.416) должно выполняться для любой 
функции ф(у, 2), удовлетворяющей однородному уравнению, 
соответствующему (15.405), и однородным граничным условиям, 
соответствующим (15.406) и (15.407), то коэффициенты ‘при каж- 
дом из следующих членов: 


92 20,2), 9% 9,0) 
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должны обращаться в нуль, т.е. 
и (0, 2) =0, uly, 0) =0, (15.417) 
+ (a, 2) — ища, 2)=0, Bly, b)—aqu(y, /=0. (15.418) 
Определив таким образом сопряженную задачу, обратимся 


вновь к исходной неоднородной задаче. Учитывая (15.405) и 
(15.413),увместо соотношения (15.411) имеем 


ba a 
]чше- | (6 F—F9) pat | (ue — a9) fas. 


b 
0 
что с помощью граничных условий (15.406), (15.407), (15.417) и 
(15.418) легко приводится к виду 


ba b a 
[че = J .@uc, 2)dz + [6 иц, b) dy. (15.419) 


Таким образом, неоднородная задача (15.405)—(15.407) имеет 
решение лишь при условии, что соотношение (15.419) удовлет- 
воряется для любого решения u (у, г) сопряженной задачи, вклю- 
чающей уравнение. (15.413) и граничные условия (15.417) и 
(15.418). Сравнивая сопряженную задачу с исходной однородной 
задачей, замечаем, что они полностью совпадают друг с другом, 
и, следовательно, эти задачи являются самосопряженными. 


Пример 2 

В качестве второго примера рассмотрим задачу, состоящую 
в решении уравнения (15.223) с граничными условиями (15.224) и 
(15.225). В $ 15.9 мы раскладывали функции g, Hf в ряды Фурье 
и сводили задачу к решению обыкновенного дифференциального 
‘уравнения. Вместо этого в данном параграфё будем оперировать 
непосредственно с исходным уравнением в частных производных. 
Для этого запишем уравнение (15.223) как 


Уф, + ©, = — 20,019. (15.420) 


В качестве следующего шага можно либо умножить уравнение 
(15.420) на решение сопряженной задачи и (г, 8), проинтегриро- 
вать полученный результат по интересующей нас области и пре- 
образовать его с помощью интегрирования по частям, либо при- 
менить непосредственно формулу Грина (15.412). Первым спо- 
собом мы только что воспользовались при рассмотрении преды- 
дущего примера, поэтому здесь пойдем по второму пути. Чтобы 
избежать трудностей, связанных с наличием у‘уравнения (15.420) 
решений, неограниченных в начале координат, в качестве обла- 
сти интегрирования в формуле Грина возьмем кольцо го «г < 1, 
где ro — малая величина. Перепишем формулу (15.412) в поляр- 
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ных координатах, учитывая, что dS = rdrd® и ds = rdO. Произ-- 
водные по нормали, входящие в левую часть (15.412), выразятся 
как 09/dn = Og/dr при г=1 и д$/дп = —OQ/dr при г =f, 
так как предполагается, что нормаль п внешняя. При этом фор- 
мула Грина (15.412) coursed вид 
an 1 


| ] (uV?q, — фи) гаг 40 = 


— 15) ir=1 ыы 


реа 


Подставляя в (15.421) вместо лапласиана VQ, его явное выраже- 
ние из формулы (15.420), имеем , 


40. (15.421) 


"го 


Qn 1 Qn -1 
— | ] Wooo Pou dr 49 — | | фи [Уи + вби] гаг @ = 
р On 


an 


9. 
= Г (u H р 2 [ (9-9) | _ 48. (15.422) 
0 
по виду соотношения (15.422) определяем, что сопряженное урав- 
нение совпадает с однородным уравнением, соответствующим 
(15.420), 


Уи + wu = 0. | (15.423) 


Следовательно, оба эти уравнения являются самосопряженными. 

Обращаясь к однородной задаче (т.е. полагая в (15.422) 
o, =О Hn f = 0) и используя (15.423), из соотношения (15.422) 
получаем, что 


вв f (uo +) Hey 


+0 


40 =0. (15.424) 


Граничным условием, сопряженным условию в начале координат, 
т.е. | фи (0, 0)| < со, является условие ограниченности решения 
сопряженной задачи |u (0, 0)| < oo. При этом второй член в ле- 
вой части соотношения (15.424) обращается в нуль. Далее обычное 
рассуждение приводит к требованию обращения в нуль коэффи- 
циента при д$:/дг в подынтегральном выражении в первом 
члене левой части (15.424). Таким образом, сопряженные гранич- 
ные условия имеют вид 


м (0, 6)| <®, и (1, 0) =0. (15.425) 
Сравнивая: краевую задачу (15.423), (15.425) с однородной крае- 


вой задачей, соответствующей (15.223)—(15.225), убеждаемся. 
в том, что обе эти задачи являются самосопряженными, 
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Для того чтобы вывести соответствующее условие разреши- 
мости, вернемся к исходной неоднородной задаче. Используя 
уравнение (15.423) и граничные условия (15.425) и переходя к пре- 
делу при /, —> 0, из соотношения (15.422) получаем 

211 Qn 


Doon | [фиг ат 49 = | gS 
оо 0 


40, 


ir=1 


откуда с учетом граничных условий (15.225) находим 
Qn 1 Qn 


ower | J our drdo = — | Po Ou 
во ry 


Sr Gr |, £(0)d0. (15.426) 


r=] 
Соотношение (15.426) является искомым условием разрешимости 
задачи (15.223)—(15.225). 

Подставляя теперь в (15.426) выражение (15.231) для функ- 
ции Фо и вспоминая, что Wo = Ram, имеем 

anil 
2: ff rn (Gum?) (Anmet”® + Anne!) u dr dd = 

о 


Qn 
= —In (Gam) [ (Але + Anme-!n®)S4| |6) 40. (15.427) 
0 


Поскольку рассматриваемая задача является самосопряжен- 
ной, в качестве функции и можно взять решение соответствующей 
однородной задачи 

и= Л. (О. тг) е"6 или У, (Qumr) ean, 
причем соотношение (15.427) должно удовлетворяться для лю- 
бого из этих решений. 

Используя второе решение, из (15.427) получим 

on 1 


2a [| [77 лиг) (Anm + Anne в) dr 4 = ° 
оо 


. Qn 
= Я? (Qa) | [Ан (0) + Диет (8)] 40. (15.428) 
0 


Вычисляя интеграл от функции 7./* (amr) с помощью формулы 
(15.427) и вспоминая, что, 
bi 
J etme do =0, 
0 
если т — произвольное целое число, из (15.428) получаем соот- 
ношение 


@Anm = —QamfonAnms 
которое полностью совпадает с (15.249), выведенным другим спо- 
собом. 
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Упражнения 


15.1. Найти условия разрешимости ace уравнений 


fy + tly + Quy = у Рае" 


n=! 


fig — ty + 2uy = у Оле" 


п=1 

где Pp и Qn — заданные постоянные величины. 

15.2. Найти условия разрешимости системы уравнений 
R49 4x =P, exp (2it) + Py exp (it/V2), 


gj —1,5% + 2y = Q, exp (2it) + Q, exp (it/V 2), 
где Ри и Qn — заданные постоянные величины. 
15.3. Найти условия разрешимости следующнх краевых задач: 


а) и” -- 0,25, = | (х), и (0=а ul(ms=d; 
б) и" хш Ри = |), и@=а, и (5) = с». 
В задаче 6) предполагается, что $ > a> 0 и, кроме того, что соответствующая 


однородная задача имеет нетривиальное решение. 
15.4. Найти условие разрешимости краевой задачи 


"хи + (A? — п и= fF (x), 
|u(0)|<oo, и’ (а) = а, 
где а и & — заданные постоянные величины, а A — корень уравнения J/ (Aa) = 


15. 5. Найти условия разрешимости следующих задач: 
a) 9” + nin? dp = F (x), 
Ф' (0) = 0, 9 (d= 8; 
ov +%$9=/ 9, 
Ф' (0) =0, $’ (1) —@&Ф(1) = В, 


где ул tg Yn = —@. 
15.6. Найти условие разрешимости краевой задачи 


PQ a PQ nine mn? 
ap baer + (a +3) early, =). 
Фи (0, г) = 0, Gz (у, 0) =0, 
Фи (4, 2) = В, Фг (у, 5) = В». - 
15.7. Найти условие ao краевой задачи 
ap dp n? 
Gtr er + (tha — Sr) © =F 0, 
19 (0) |< ©, Ф' (1) —Be(l) =4, 


где Vm — корень уравнения J), (y) — В/У, (у) = 0. 
15.8. Найти условие. разрешимости краевой задачи 
. AD 1 ap 1 909 Г] 
ae tae tae де t Mame =F (0) el, 
1p (0, 8) |}<co, @r (1, 8) = @exp (in8), 
где Yam — корень уравнения J7 (у) = 0. 
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15.9. Найти условие разрешимости краевой задачи 


du 2 ie 
Pr ee eas art hu =F (r), 
и (a) = Ua, и (5) = 


при условии, что параметр А равен одному из ев значений соответству- 
ющей однородной задачи. 
15.10. Найти условие разрешимости краевой задачи 


yiw + Aw = F (0, 


| w (0)| < со, w (1) = By, 
|’ (1) |= В», 
где A — одно из собственных чисел соответствующей однородной задачи 
а? та 


ЕЕ * 
15.11. Найти условие разрешимости краевой задачи 
Я 14 + (ии) =Л О, 
Ч + 4 — (Wa +777) 2 = fol") 
1 (1) = Hy) (1) + Hohe (0), $5 (1) = взф (1) + Hie (1), 
| $ (0) | < ©э, apy (а) — Py (а) =0, а>! 


при условии, что соответствующая однородная задача имеет нетривиальное 
решение. 
15.12. Найти условие разрешимости краевой задачи 
ap 1 . То 2kuy dp (@ — що)? 2 | = 
tip ae ss et ee 
1$ (0) |<, 9’ (1) —В® (1) = &, 


rye To, ш и f — известные функции переменной г; о, k, В и — заданные 
постоянные величины и mm — целое число. Предполагается, что соответствующая 
однородная задача имеет нетривиальное решение. 

15.13. При исследовании распространения волн в плоском канале возникает 
задача 


: 9$ 


ба += st + 572 =: f (у) sin 2лх, 
oe. =0, op = asin 2лх. 
“dy |y=0 ду |y=1 


Показать, что условие разрешимости данной задачи имеет вид 
1 


[сов ny f (у) 4у = —а. 
0 


15.14. Найти условие разрешимости краевой задачи 
д 9$ д op a ый 
35 [2 ne] +a [9% Day + Аг (x, y) p=F (x,y), 


gx (0, у) = 0, Фи (x, 0) = 0, 
> Фе (a, и) — а (Фа, y) = Bry), Py (%, 6) — Oa (x) @ (x, В = Bra (x). 
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15.15. Рассмотреть систему уравнений 
Я — y+ 2х - 3ex?+ 2ey4 = 0, 
| g++ 2By+ 4еху = 0, 
где 6= 1+ 20, e<1. С помощью метода многих масштабов показать, что 
x = Ay (Ty) exp ({То) + А» (Ts) exp (2iTo) + (к. с.) --., 
причем функции A, (T;) и Ay (7) удовлетворяют системе уравнений | 
1 


д=- о, > i Ah, 


А: -- 0А, — iA\Ap. 


15.16. Нелинейные колебания динамической системы с двумя степенями свободы 
описываются системой уравнений 


{ fy + 0,54, + би, = exyutg, 
iy —0,5й, + 0,5u2 = гиф, 


rye e< 1, 6 = 0,5 -- го. Показать, что система уравнений относительно ком- 
плексных амплитуд имеет вид 


ЗАз = iA, + 243, 
ЗА; = i0A, — 44, Ap. 
15.17. С помощью метода многих масштабов получить уравнения, описывающие 
изменения амплитуд и фаз колебаний следующей системы: 
dy + офи = Ящои, 
Gy + Why = били, 
fig + W§tlg = били, 
при условии, что @g = @, + Og. 
15.18. Рассмотреть параметрически возбуждаемую колебательную систему из 


$ 15.3. Получить уравнения относительно комплексных амплитуд в случае, если 
а) Я — 1, 6) 2 ив) Я=4 et 


16.19. Определить разложение первого порядка для собствениых чисел задачи 
и" hu = ef (x) и, 
и (0=0, и()=0 
при условии, что 2 < 1. 
15.20. Рассмотреть задачу о собственных значениях 
u" + [A+ ef (x)] u=0, 


u(0)=0, uw (lb=0. 
Показать, что 


1 
1 \2 1 
^= (n+) mt — 22 | F(x) sin? (1+) + oo 
0 
15.21. Рассмотреть краевую задачу 


У би" + А+ 2! (х)] и=0, 2<1, 
и (0) = и" (0) = u(x) = u" (п) = 0. 
Показать, что при Aw 4 


А=а- ey, 
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где А, — один из корней уравнения 
M+ (fia + fee) м +ЫЬ-— Sia =0, 


x 
Ш [дека fy = Г f (x) sin? 2x dx, 
0 0 
x 


= J FG sin x sin 25 4х. 
0 


16.22. Найти условие разрешимости для уравнения 
ра (x) у" ри (x) 9’ + Po (*) y = FX) 
при краевых условиях 
а) у(0=В,  y (1) = В»; 
6) y' (0) = чу (0) + By,’ (1) = gy В; 
©) у (0) = aay’ (0) + вазу" (1), у (1) = ау" (0) + epay’ (1). 
15.23. Найти условия, при которых уравнение 
pay” + Pay” + pay’ + poy = 0 
является самосопряженным. Ответ: р, = 1,5рз, Py = 0,5 (23 — 2 + р). 
15.24. Найти условия разрешимости для уравнения 
Ps (x) у" + рз (x) у" + ри (x) y’ + pole) y= FG) 
при краевых YeAOnERE 
а) у (0) = By у’ (0) = Bs, y (1) = В; 
6) у" (0) = валу /(0) + ayy’ (0) -- оазу (1) Нашу" (1), 
у" (1) = ау (0) + оазу" (0) + аз (1) + али" (1), 
0 = злу (0) + аазу" (0) + озу (1) - овцу" (1). 


15.25. Доказать, что произвольное однородное самосопряженное уравнение 
шестого Рая можно о в виде 


ay 
ir (40 Gh) + Ee (4a SE) +H (AH) + dey = 0. 
15.26. ше что произвольное однородное самосопряженное уравнение 
порядка 2т можно представить в виде 


qm d™y а" 1 а"—у 
пят ("= lee a (4m. a sab 
} +3 (4 4) + Аву = 0. 
15.27. Найти условия разрешимостн краевой задачи 
Bs (2) YY + ра (2) oY + ps (9) у" + Pa (у р (4) y+ poe y =F (x), 
у (0 =В, y'()=B 4” (0)=Bs, у = By у (1) = By. 


15.28. Рассмотреть задачу о собственных значениях 
x 


9 (9) =A | [cos (s+) + eK, DN) pdt, e<l.- 
0 
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Показать, что 
фо =coss+---, pi =sins+.---, 


AG) = 271 edy +..., AD = —Qn-1 + Ag+ 


Найти коэффициенты Ап. 
15.29. Найти равиомерно пригодное разложение первого порядка для решения 
интегрального уравнения 


@(s)=4 fre tee te (sif)] p(t) dt, в<1. 


15.30. Найти равномерно аа разложение первого порядка для решения 
интегрального уравнения 
1 


9» [8—1 +еКа ©, 11$ (04, e<i. 
0 


15.31. Показать, что дифференциальный оператор 


будет самосопряжениым тогда и только тогда, когда из = + ч:. 
15.32. Показать, что дифференциальный оператор 


является самосопряженным тогда’и только тогда, когда 
= bY, = bry 
15.33. Показать, что дифференциальный оператор 
грата татау 
Uns, GX Un dx Us dx vg dx wy 
является самосопряжениым тогда и только тогда, жогда 
Une = 1, бп = 03, Uni = + 08, =: 
15.34. Рассмотреть задачу на собственные значения 


1 
Я tae +9420, 


(==) 
a9 


Or |r—b+eg (8) > 


Найти разложения первого порядка для собственного числа ®. 
16.35. Течение иесжимаемой жидкости вблизи волнистой стенки описывается 
краевой задачей вида 


рае (0) — 


уф = 0, 
20, 98 и 
(a ду mee Ox alt =) lyme соз вх = % 
® |y-roo > Их. 


\Показать, что = . fants 
p=U (x +e sin kxe~* + 0,527 sin 2exe**Y --...). 
Обсудить вопрос о равномерности этого разложения. ; 
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15.36. Обтекание тела, близкого по форме к телу вращения, несжимаемым не- 
вязким потоком жидкости описывается следующей краевой задачей: 


ap 149, 1 0% 
ot to, т Ser 
$1... ›—> Ursin8, Pla (1—e sin 8) = 0- 


=0, 


Показать, что 
$=0 (r— =) +0 (26 sin — sin 30) +. 


Рассмотреть вопрос о равномерности этого разложения. 
16.37. Найти условия разрешимости краевой задачи 
vio — № = [(,, 0), 
Ф (a, 9 =0, 9 (6, %) =0, 


2 (a, 9 =1@). 0 =#0. 


15.38. При исследовании устойчивости двумерного течения несжимаемой жидко* 
оти вблизн волнистой стенки возникает краевая задача 


“iow +0 = fy (9, 
—i (@— QU) u + U'v + iap — т (u” — au) = fy (у, 


оо (0” — 920) = fs (9), 


и (0) =с1, vO) = с» 
и [ую 0, 9-0, 
где U x [м — известные функции переменной у, ®, &, R, k и си — некоторые 


постоянные величины, а штрихом обозначается производная по 9. Показать, 
что условие На данной задачи имеет вид 


3 
р Г Фа = 98 (0) + Fe 65 ©), 
n=10 
где Pn удовлетворяет уравнению и граничным условиям соответствующей со- 
пряженной задачи 
tap, — 43 = 0, 
| iap, — i (@ — aU) Ф. — В"! ($; — 924.) = 0, 
—Ф + U'G, — 1 (@ — BU) G3 — R ($ — 924) = 0, 
P2 (0) = $з (0) = 0, 
Qn— 0, y> со. 
Указание: Умножить исходные уравнения на Фу, фз и Ps соответственно. Далее, 
проинтегрировать полученный результат от y= 0 до y= со, преобразовать 
полученные соотношения с помощью интегрирования по частям, с тем чтобы 
«перенести» диффереицирование с функций и, оир на функцин Фи. Затем 


сложить полученные уравнения и собрать ко иленты при и, ои р, после 
чего провести остальные этапы вывода, следуя $ 15.13. о 
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15.39. При исследовании устойчивости трехмерного пограничного слоя, сущест- 
вующего при течении несжимаемой жидкости вблизи плоской поверхности, 
возникает следующая задача: 


iau + Вш + у’ =-f; (и), 
— Фи + U'v+ iap — В 1 (u" — Bu) = f(y), 
—éou+ р’ — В! (v" — Fv) = fs (y), 
—idw+ iBp + о — В (w" — Fw) = | (y), 
: u=v=w=0, у=0, 
u,v,w>0 yoo, 


me. = @ — aU — BW и? = о? + В®. Здесь И, W и [, — известные функции 
переменной у, ас, В, К ис — заданные постоянные величины. При условии что 
однородная задача имеет нетривиальное решение, показать, что условие раз- 


решимости имеет вид 
2 4 © 
2 р [ fnOndy=0, 


n=10 
где функции Pn (п = 1, 2, 3, 4) удовлетворяют системе уравнений 
lap, + ВФ — 3 = 0, 
icp, — {6Ф, — Rt ($5 — фз) = 0, 
= Pj + UG, — 10$; — А-1 (4$ — #63) + WD, = 0, 
iB, — 1p, — R- (94 — #44) = 0, 
P2 (0) = $з (0) = (0) = 0, 
Pn |yro0— 0. 
15.40. Рассмотреть задачу о собственных значениях 
Фхх + Pyy + № = exp, 
P%, N= 9%, D= 90, N= OH, y= 0. 


Найти разложения первого порядка для случая, когда значение параметра A 
близко к значениям 2 и 5. . 
15.41. Рассмотреть краевую задачу для уравнения 


уф + Ap = ef (x, 9,2 Ф 


с условиями обращения функции Ф в нуль на поверхностн куба с ребром, рав- 
ным Jt. Найти разложения первого порядка прн А = Зи A ^=б6, если а) f= 
н 6) f= ху. 


Приложение А 


ТРИГОНОМЕТРИ ЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ 


А.1. Основные формулы 


sin? a + cos*a = 1, (A.1) 
_ sine cos & is => 
о cosa ата, о = а, (А.2) 
sin (© + В) = sinacos В + с0$ @ зп В, (A.3) 
cos (a + В) = cos a cos В ЗЕ sina sin В. (A.4) 
Складывая формулы (А.З), имеем 

sina cos В = > (sin (@ -+ В) + sin (© — В)1; (A.5) 

вычитая формулы (A.3), получаем 
cosa sin = + [sin (a +f) — sin (a — В). (A.6) 


Аналогичным образом, складывая и вычитая формулы (A.4), 
находим 


60$ © с0$ В = + (cos (< + В) + cos (a — В)], 
: . (А.7) 
sina sin В = —7 [cos (« — В) — cos (a + B)). 
Из соотношений (A.2)—(A.4) следует, что 
sin(a+ 6) _ sinacosB + cosa sinB 


tg (a+ В) = cos(@+B)  cosacosf + sinasinp’ 


Разделив числитель и знаменатель Ha Cos @ cos В, получим 


t t 
te(a + 6) ЕЕ. (A.8) 
Аналогично j 6 
_ ctgactgB F1 
ctg (a В) = СЕВ са ‘ 
Положим теперь 


а +В =хиа—В=у, 


тогда а= ея и Ве. 


(A.9) 
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При этом равенства (А.5)—(А.7) переписываются в виде 


sinx + siny=2sin zy cos=>4, 

sinx — siny=2cos=+¥4 sin 24, (A.10) 
cos x -++ cos y = 2 cos sty cos ==, 

cosy — cos = 2sin РИ sin пи. (A.11) 


Подстановка в формулу (A.5) В = a дает 
sin 2a = 2 sina cos @, (A.12) 
подстановка В = а в формулы (A.7) приводит к соотношениям 
cos 2a = 2 cos? a — |, 


cos 2a = 1 — 2sin?a, (А.13) 
складывая которые, получаем 
cos 2a = cos? a — sin? a. (A.14) 


Для того чтобы выразить sin 3a через sin a, положим в (A.3) 
В = 2a: 
sin 3a = sina cos 2a + cos а sin 2a. 


Используя формулы (А.12)-и (A.13), имеем 
‘sin За = sina (1 — 2311 а) -+ 2 с0$ @ $11 @ со$ @. 
Поскольку cos? & = 1 — $11? @, то 
sin За = sina — 2 511 а + 2 та (1 — $11? а), 
или sin За = 3sina — 4 $118 a, (А.15) 
Выражая отсюда $118 &, приходим к часто используемой формуле 
$113 © = + (3с0$ a — sin 3a). (A.16) 
Аналогичным образом, можно выразить cos 3a через Cos &. 
Действительно, полагая в (А.4) В = 2a, имеем 
cos 3a = cos @ cos 2a — sina sin 2a, 
откуда, используя (A.12) и (A.13), получаем 
cos 3a = cos a (2 cos? a — 1) — 2sinasinacosa = 
= 2 cos’ a — cosa — 2 sin? a cosa = 


= 2 cos’ a — cos a — 2 (1 — cos? a) cos @. 
Таким образом, 
cos 3a = 4 cos* a — 360$ a, (A.17) 


или costa = + (3 cos @ + cos 3a). (A.18) 
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А.2. Комплексные величины 


Полагая в в 49) x = i0, где i = УТ, находим 
29-18 GO, GE | GO | ON 
Поскольку i? = —1, имеем разложение 
9 — HO OE бы р: 
en SM bar Spe SE ae ee er ee 
которое можно переписать в виде 


02 64 08 Fl 03 65 
eid — (l—sr +7 + .. -)+i(0— a t+ert -++) . 
(A.19) 
Сравнивая ряды в круглых скобках с разложениями (1.47) и 
(1.48), заключаем, что 
e® = cos 0 + isin 0. (A.20) 


Переходя в (A.20) к комплексно сопряженным величинам, полу- 
чаем 


2-0 = cos 0 — isin 0. (А.21) 
Сложение формул (А.20) и (А.21) дает 
с0$0 = + (e8 4- е—(). (A.22) 
Вычитая (A.21) из (A.20), находим 
sin @ = (9 —е-19). (A.23) 


Покажем теперь, как с помощью формул (A.20)—(A.23) можно 
представить cos” 6 и sin” 0 в-виде рядов Фурье. Из (A.22) в соот- 
ветствии с биномиальной формулой следует, что 

cos? 0 = [+ (9 4 =" Wes + еее = 
= (ем +. Bel + Зе—@ 1 е—36). 


Перегруппировывая соответствующие члены и учитывая (A.22), 
имеем 


1 3 
cos} 0 = = (238 + e318) + oe (ef® + г) = 
= 3.2 cos 30 + +2cos 0. 
Таким образом, 


6080 = - (cos 36 + 36030), 
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что полностью совпадает с (А.18). Аналогичным образом, из 
(А.22) с помощью формулы ыы 16) получаем, что 


51130 — [5 (ев — = | =" (8 — e—10)3 = 
Е. Г (240 — Зе 4 Зе — e310) — 


“a 0 ПЕ. МЕТ 
=f ef ee ТЕ 


в полном соответствии с формулой (A.16). 
Для того чтобы разложить cos" @ при произвольном нату- 
ральном п, заметим, что 


со" 0 = [+ (ef + =)" = = (e!0 + e-H0yn, 


Полагая теперь в формуле (1.396) а = exp я u b = exp (—i6), 
находим 


16 4 ei0yn — "ит бет — 
(еее) ре Е ~~ 
¥ m=0 


n 
п! 
= — её (n—2m) 0 — pind . 4 (n—2) 0 
Утияте em + пе Е: 
= 


n(n— 1) ик n(n—1) буи —i (in 
+ ern O40. ое 2-90 - пе (n—2) 0 
+ е-9 = е178 4 e—ind + п [et (n—2) 8 1 et (n—2) 6] -- 


fs feeb [ег 1-99 4 gt (n—4) 8) + 


+ Aen) [ef ("-8) 84 ei (n—6) 8) 4... 
Поэтому для нечетных п 
cos’ 0 = == [cos n6 + ncos(n — 2)6@ +4 ‘het =) cos (и — 4)0 -- 


iy Ee cos (п — 6)0 + + » (A.24) 


а для четных п 


и 2)0 -|- 


so) 


cos? 0 = cos(n — 4)0+- 


1 
2—1 


(А.25) 
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Аналогичным образом, для того чтобы разложить в ряд sin” 0, 
заметим, что 
[9 


1 


sin’ 0 [ar (e? #8) | = (8 — e~10yn, 


Полагая в формуле (1.396) а = exp (19) и В = —exp (—:9), 
имеем 


п 
т 
18 9-i0)n — ЗСО os (nm) 0g-imo — 
ит =У тет © oe 
m=0 


(—1)" nt 


pa sent А. ef (n-2m) 0 
т] (п — m)t : 
=0 


Тогда в случае четных п 
10 _ p-i8)n — pin® — ней (n-2)0 1 ППП (п-4) 0 
(е 2-18)" — е пе —- я fe 


n(n—|t 7 , р 
+ AD et (n-4) @ — ye-i (n-2) 0 + e-ind — gind + е-т0 — 


— пе! 1-20 4. е-г (n-2) 6] 4 aaa) fel 1-98 4 gf (n-4) 8) |... 
Следовательно, для четных п 


Е | SN Aer АСИ 


2 жи — 6) 0+ вене (2 | 


2 [5 (5")! 
: (A.26) 
В случае нечетных п имеем 


а 3 n(n—1) I 
(ef8 — e-48)n — gin® _ gt (1-2) 0 бе ee 
as Ait et (2-4) 84 пе (n-2) 8 — g-tnO — gin® — g-in® — 
— n fel (n-2) 8 gt (n-2) 6] Aer fel (1-4) 8 gf (n-4 0)... 
Поэтому для нечетных п 


ли 


sin" = Gari a ; [sin 0 — nsin(n — 2)0 + sin (п — 4)6— 


— tee) 


sin(n — 6)0-++++ |: (A.27) 
Полагая B ‚ 25) п = 4, имеем 


cost@ = 5 (cos 40 + 460829 -- 3). 
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Полагая в (А.24) п = т находим 
с0$0 = 15 1 (cos 50 + 5 cos 36 + 10 cos 6). 


Полагая в (A.26) п = 4, имеем 


sint 0 = + (cos 40 — 4cos 20 + 3). 


Полагая в (A.27) п = = находим 
sin’ 0 = т 1 (sin 50 — 5sin 36 + 10 sin 6). 
Для того чтобы разложить в ряд Фурье произведение cos” @ Xx 
Хх sin™ 0, мы можем либо непосредственно использовать формулы 
(А.22) и (А.23), либо предварительно разложить каждый из со- 
множителей по степеням cos 6 и $1 0 и затем воспользоваться 
формулами (А.22) и (A.23). 
А.3. Интегралы 
[ cos ax cos Bx dx = 5. | cos (a +B)xdr + f cos(a — Вхах = 
sin (a + В) x а 
„| зато Tap Pee (А.28) 
sin 2х 1 Ва; ь 
qe tae ae 
J sin ax sin pr dx = j cos (@ — В) хах — + J cos (a + B)xdx= 
Sin el pH 


ss —@—в) 2(a+B) ’ ms (А.29) 


ly sin 2ах 
a ede? 


p=a; 


J sinax cos Bx de = + зп (а + Эха + | sin(a—p)xdr= 
4 cos(a+B)x  cos(a—B) x 
-[- 2a) 2@—p) 7 Pe дз) 
cos 2ax eee у 
а В=а; 
ntl 
J cos" sin 040 = — os, (A.31) 
n+l 
J sin 0 cos 6. 40 = <2 г. (A.32) 


Интегрируя левые и правые части формул (A.24)—(A.27), полу- 
чаем 
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для нечетных п 


ег : 


+ sin(n—4)0 а абв ae 
(A.33) 
для четных п | 
J cos" odo = т aaa + 55 яп (и — 2)0 — 
_ 1 ®- | nd 
учи —4)0+. ier en НО | » (А 34) 


для четных п 
2 [1 
J sin 0 do = = a -4 sin(n — 2)0 + 


n(n— 


__ 17/2 
я зи — 4)е-.. СЫ | (А.35) 
a(n)! (= п)! ; 
для нечетных п 
ат — тут [ 


п (п 


—1 
а 608 (2 — 4) + vee]. (А.36) 
Окончательно из соотношений (A.33)—(A.36) находим 


oy 0, ° если п нечетное, 
| cos" 0 40 = sot ПРЕ если п четное; (А.37) 
р (5")! (т) 
Bie 0, если п нечетное, 

2 
[зе =] — СМ если почетное. — (А.38) 
| | 


gr-tjn (> п)! (+ п)! 


Приложение Б 


"ЛИНЕЙНЫЕ ОБЫКНОВЕННЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Дифференциальным уравнением называется уравнение, ко- 
торое связывает неизвестную функцию (называемую часто зави- 
симой переменной), производные этой функции, а также неко- 
торые известные величины. Если зависимая переменная пред- 
ставляет собой функцию одной переменной (называемой обычно 
независимой переменной или аргументом), то такое уравнение 
называется обыкновенным дифференциальным уравнением. Если 
же зависимая переменная является функцией двух или более 
независимых переменных, тогда данное дифференциальное урав- 
нение называется уравнением в частных производных. Итак, 


обыкновенное дифференциальное уравнение общего вида записы- 
вается в форме 


fd" аш du du ; 
(St Ew x)= BN) 


где порядок старшей производной называется порядком диффе- 
ренциального уравнения. Например, уравнение (Б.1) представ- 
ляет собой дифференциальное уравнение порядка п. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение п-го порядка 
называется линейным, если оно линейно относительно функции и 
и ее производных и’, uw", ..., ul"), и"). Таким образом, самое 
общее линейное дифференциальное уравнение n-ro порядка имеет 
BHA 


Pn (2) роза +o tre ди, (6.2) 
где pm(m=0, 1, 2,..., п) и f — известные функции OT х. 


Если f (x) = 0, то уравнение (Б.2) называется однородным; 
в противном случае оно будет неоднородным. 

Положим, что функции ри (x) (т = 0, 1, 2,..., п) непре- 
рывны на промежутке / = {x Е [а, 61}, включающем в себя 
некоторую точку Xo, причем p, (x) не обращаются в нуль ни 
в одной точке этого промежутка. Тогда для любых вещественных 
чисел 0%, Oy, ..., би: существует единственное решение uw (x), 
удовлетворяющее уравнению (Б.2) на всем промежутке /, а также 
начальным условиям 


и (хо) = %, Ш’ (х%) =O,» ШИ (Хо) = Op. 
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Приведенное утверждение представляет собой основную теорему 
существования для обыкновенных линейных дифференциальных 
уравнений. 

Часто бывает удобным выразить уравнение (Б.2) в оператор- 
ной форме. С этой целью обозначим через р дифференциальный 
оператор d/dx. Тогда 


du ’ 
Du=z =", 


Ри = D(Du) =D (u') = и", 


Dtu = D(D™u) = D [ul-))} =u, 


Кроме того, будем считать, что D°u = и. При этом уравнение 
(Б.2) можно переписать как 


роли + р-ьО"- и + + + + pyDu + poD®u= f(x),  (Б.3) 
или, в более удобной, сокращенной форме 


L (и) =f (x), (B.4) 
где оператор L определяется с помощью соотношения 
L= р," + PnaD™! + +++ + pyD ро. (B.5) 


Оператор L называется линейным оператором и обладает следу- 
ющими свойствами. Так, если с — постоянная ии (x) — произволь- 
ная функция, имеющая по крайней мере п производных, то 

L (си) = cL (и), (B.6) 
поскольку 


L (си) = pp (Cu) ++ рии (Cu) -f + + Е ра (Cut)! - ро (си) = 
= ppcul™ + py_yculr-) + +++ + pycu! + роси = 
С [pau + paar) р +++ + pu! Е рый = cL (и). 
Если и; и и, — две произвольные п раз дифференцируемые функ- 
На L (ty + us) = L (us) + L (us), (B.7) 
поскольку 
L (uy + из) = ра (Mr + из) -- риа (tt -- из) "оО +. . 
+ + ра (ty + из) -+ ро (ил + из) = Pn [ш + us”) of 
+ Pa- [шо НОЕ {ра (щ + 42) + po (м; - из) = 
= [рьш" Pee wi "+. “pi + pots] + 
+ [рой + риши" + +++ + pre + ро] = L (м) + (и). 


Из соотношений (B.6) и (Б.7) следует, что 
Г (сли, + Cole) = са, (uy) + Cel (us), . (5.8) 


` Линейные ыы уравнения 501 


или, в более бы случае, 
L (Cyt + Coll +: ++ Спит) = a с. (44) + Cab (u)- +: ‚+ ст. (Um), 

| (Б.9) 

где с, — некоторые произвольные постоянные. 
Б.1. Однородные уравнения 


Полагая в уравнении (Б.4) f (x) = 0, получаем однородное 
дифференциальное уравнение л-го порядка вида 

L (и) = 0. (Б.10) 

Если функция и; есть решение уравнения (Б.10) и с — произ- 


вольная постоянная, то произведение си, также является реше- 
нием уравнения (Б.10), поскольку 


L (сил) = cL (из) = 0. 


Принцип суперпозиции 


Если функции и: и из являются решениями уравнения (B.10), 
ас: и Cy — две произвольные постоянные, тогда выражение сли; + 
+ Cal, также будет решением уравнения (Б.10), поскольку 


L (слил + Calta) "= са (uy) + CL (из) = с10 + 0 = 


В более общем случае, если функции Wy, из, ..., Um Являются 
решениями уравнения (Б.10), а cy, Ca, ..., Cn — произвольные 
постоянные, то сумма 

слил + Calg + +++ + Спит 


также будет решением этого уравнения, поскольку 

L (сш + Cotta + +++ + Cont) = сы. (ил) + Cob (из) + +++ + стЁ (Um) = 
=¢,0+¢,0+ ... +¢,0 = 0. 

Данное свойство называется обычно принципом суперпозиции, 


а выражение сли! + сли, + +++ + спит — линейной комбинацией 
функций Ил, №, ..., Шт. 

Линейная независимость 

Пусть функции и, (x), Us (x), ..., Um (х) представляют собой 
множество функций, определенных на промежутке / = [а, 5). 
Говорят, что функции Uy, из, ..., Um линейно зависимы между 
собой, если найдутся такие постоянные с, с», ..., Cm, не равные 
нулю одновременно, что условие 1 

слил (х) + Colla (х) + ---- спит (х) = 0 (B.11) 


выполняется для всех х из промежутка [а, 6]; в противном случае 
данные функции называются линейно независимыми. Ограниче- 
ние, что не все с, должны равняться нулю одновременно, яв- 


502 - Приложение Б 


ляется существеиным, поскольку соотношение (Б.11) в случае, 
если все с; равны нулю, выполняется для любых функций им (x). 
Например, функции 2х — 1 и 6x — 3 будут линейно зависимыми, 
потому что —3-(2x — 1) + 1-(6x — 3) = 0. 


В то же время функции 2х —Ти 5х — 3 являются линейно не- 
зависимыми, поскольку невозможно подобрать такие постоянные Cy 
И Cg, не равные нулю одновременно, чтобы 


с: (2x — 1) + с» (5х — 3) = 0. 
Другим важным методом проверки функций и, (x), из (x), ..., 


Um (x) на линейную независимость служит исследование их опре- 
делителя Врбнского, т. е. определителя вида 


uy из... Um 
Ui. Ug ... Ш 
WW (te, tp este] Пт.” |. (6549) 
uf”) ug) a yi) 
Так, если функции и, (xX), из (xX), ..., Um (xX) — линейно зави- 


симы на промежутке /, тогда существуют постоянные ст, с», ..., 
Ст, не равные нулю одновременно, такие, что 


слил 4 саиз + ›-- + спит =0. . (Б.13) 
Дифференцируя соотношение (Б.13) (т — 1) раз, имеем 

сш + сие + +++ Спит =0, (Б.14) 

са + Cys + +++ стит = 0, (B.15) 

ef"? биз"... сти"? = 0. (Б.16) 


При произвольном фиксированном x из промежутка / соотношеё- 
ния (Б.13)—(Б.16) образуют неоднородную систему линейных 
алгебраических уравнений относительно постоянных Cj, Cg, ..., 
Ст. Так как постоянные с; одновременно не равны нулю, опрез 
делитель матрицы коэффициентов этой системы должен равняться 
нулю. Но поскольку указанный определитель является ‘опрез 
делителем Вронского для функций ил, из, ..., Um, TO, следоз 
вательно, W (x) =0 в каждой точке промежутка /. Если же 
определитель Вронского не равен нулю во всех точках х Е Г, 
тогда система (Б.13)—(Б.16) имеет только тривиальное решение 


С = Cg = ...= си = 0, так что функции и, (xX), и» (x), ..., 
ит (х) оказываются линейно независимыми. Таким образом, 
функции ил (x) (п =1,2,..., т) являются линейно зависимыми 


‘Ha промежутке / тогда и только тогда, когда их определитель 
Вронского равен нулю во всех точках промежутка /. Например, 
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определитель Вронского для функций 2x — 1 x 6x —3 имеет BHA 
Q2x—1 6—3 
2 6 


и, следовательно, эти функции линейно зависимы. В то же время 
для функций 2х — Ти 5х — 3 определитель Вронского не равен 
нулю, поскольку 


= 0, 


2—1 5—3 
2 5 


Таким образом, указанные функции являются линейно незави- 
симыми. 


Общее решение 


Уравнение (Б.10) имеет не более чем п линейно независимых 
решений. В самом деле, допустим, что функции и! (x), из (x), .. «5 
ик (x), где N > п, являются решениями уравнения (Б.10). Тогда 
определитель 


uy Ug aire “he ... UN 
uj tis anes, Uy wee) UN 
W (м, Ug, ..., им) = uf fy (B.17) 
имо Ио... AND yl) 


равен нулю, поскольку с помощью уравнения (Б.10) мы всегда 
можем представить (п + 1)-ю строку в виде линейной комбина- 
ции первых п строк. Следовательно, решения и, (x), и» (х),..., 
uy (x) при М > п оказываются линейно зависимыми. : 

Покажем теперь, что уравнение (B. 10) на промежутке [ имеет 
ровно п линейно независимых решений. С этой целью заметим, 
что согласно основной теореме существования уравнение (Б.10) 
имеет п единственно возможных решений и, (xX), и» (xX), ..., | 
Un (x), удовлетворяющих начальным условиям 


Uy(Xo) = 1, и (Xo) = и (Жо) = «++ = uf") (0) =0 
из (хо) = 0, из (хо) = 1, из (Жо) = +++ = us" (до) = 0 
из (0) = = us зи) = =0, из (= =1, (и) =... = = (%) =0; 
ит (хо) ="... = ue (хо = 0, ug у a= =1, 
un (=... = um? = = 


ши + и (x9) = 0, ul” в = 
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Легко показать, что определитель Вронского для этих п реше 
ний в точке X) равен единице. Следовательно, этот определитель 
не равен нулю в каждой точке промежутка J”, и потому функции 
и; (x), из (x), ..., и, (х) линейно независимы. 

Произвольная совокупность п’линейно независимых решений 
уравнения (Б.10) называется фундаментальной системой, причем 
произвольная линейная комбинация этих решений также будет 
решением уравнения (Б.10). Таким образом, если функции и, (x), 
из (х),..., и (х) представляют собой фундаментальную си- 
стему решений уравнения (Б.10), то комбинация 


и (x) = сии (х) Е Colle (x) +H +++ + виа (x) (B.18) 


при любых значениях постоянных Cy, Cy, . . ., Cy В соответствии 
с принципом суперпозиции будет решением уравнения (Б.10). 
При этом, поскольку любое решение уравнения (Б.10) может 
быть получено из выражения (Б.18) путем надлежащего выбора 
постоянных Cm, выражение (Б.18) называется общим решением 
уравнения (Б.10). 

В заключение этого параграфа выведем соотношение, связы- 
вающее значение определителя Вронского для фундаментальной 
системы решений в произвольной точке промежутка / с его зна- 
чением в некоторой заданной точке х. С этой целью запишем 
определитель Вронского в виде 


я uy Ug ses Un 
uy ug coe 4% 
w=| " 3 " (B.19) 
ye) ur) ur) 


Дифференцируя выражение (Б.19) по x и используя известные 
свойства определителей, имеем Е 


uj Uy +s) Un uy Ug +++ Ш 
w= uy и а Un + и uy eee un + 
pen aoe en geal [get agen oS en 
Ш Ug +. Un 
apa) ee №] (B.20) 
of a 


1) См. также формулу (Б.24). — Прим. перев. 
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Все определители в (Б.20), за исключением последнего, равны 
нулю вследствие наличия в каждом из них одинаковых строк. 
Поэтому 


uy igs sles? № 
ш awe Ш 
У =| п Е Ts (B.21) 
и") us и") 
Воспользовавшись уравнением (Б.10) для того, чтобы выразить 
член и") через tm, Um, ..., Ш" О, и используя известные свой- 
ства определителей, перепишем определитель (Б.21) в виде 
uy Ug s+. Un 
Wi = | Ш и... Ш | _ 
Pall tae к 
ur) ug) : ufr-)) 
uy Ug Un uy Ug sts Ш 
ee Ur, uj и Un 
pr-2 1 Ug п Po. 1 2 _ Шт 
: soe es Ee eles hak ee 
n uf" 2) us" >. us" 2) и" 2) и" 2. я и" 2) 
В gloat yl) и Ш .. Ш 
(B.22), 


Все определители в соотношении (Б.22), за исключением пер- 
вого, также равны нулю ввиду наличия в каждом из них одина- 
ковых строк. Кроме того, легко видеть, что первый из, определи- 
телей в (Б.22) есть определитель Вронского (Б.19). Таким обра- 
зом, мы ‘получаем дифференциальное уравнение 


Pe РА 
№’ = = У, (Б.23) 
решение которого можно представить в виде 
= fl Pn_1 (т) 
W (x) = W (xo) exp |-j tet) dl (B.24) 


Найденная формула позволяет выразить значения W (x) через 
W (№). 


Б.2. Неоднородные уравнения 


Уравнение (Б.10) называется однородным по отношению 
к уравнению (Б.4). При этом оказывается, что мы можем решить 
чеоднородное уравнение (B.4), если нам известны общее решение 
соответствующего однородного уравнения и какое-либо частное 
решение уравнения (Б.4). Так, если функции и (x), и» (х), ..., 
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U, (x) представляют собой п линейно независимых решений 
однородного уравнения (B.10), а функция u, (x) есть некоторое 
частное решение уравнения (Б.4), то общее решение уравнения 
(Б.4) будет иметь вид 


и = слил + Calg + +++ + ош + Uy, (Б.25) 
где с, — произвольные постоянные. При этом комбинация 
: иг = сил + биз + +++ + бы (B.26) 


часто называется дополнительной функцией. Таким образом, 
общее решение неоднородного уравнения (Б.4) есть сумма не- 
которого частного решения и дополнительной функции. Пока- 
жем прежде всего, что всякое решение вида (Б.25) является ре- 
шением уравнения (Б.4). Поскольку Г (и„) =0 при т = 1, 
2... пи L (uy) =f, то 
1. (сил ++ gla + +++ + Cnn + Up) = с. (и) + с (из) + + + 
+ eal (un) + L (up) =f. 
Тем самым мы получаем, что выражение (Б.25) является реше- 
нием уравнения (Б.4). Покажем далее, что всякое решение урав- 
нения (Б.4) имеет вид (Б.25). Пусть функция и (x) является ре- 
шением уравнения (Б.4). Тогда 
Е (и =f, 
и поскольку 
L (и) =f 
TO 
L (u— uy) = L (и) —L (up) =f — [= 0. 
Таким образом, разность и — и, является решением соответ- 
’ствующего однородного уравнения L (5) = 0. Следовательно, 
UU — Up = си + Colla + +++ + Caltn, 


откуда мы сразу получаем формулу (B.25). 
Кроме того, если 


L (u) = fF (x) +f (x) Eons + f(x) (Б.27) 
и м 
140} = Г (x), (Б.28) 
то 
tp = uf? + ul 4 os pul (5.29) 
поскольку 


L (up) =L [и и. що] = Е] + Lu] + +. 
Я [uh] = pf (x) + fp (Ve $F). 
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Б.3. Однородные уравнения с постоянными коэффициентами 


В этом параграфе мы рассмотрим построение общих решений 
однородных уравнений с постоянными коэффициентами, т. е. 
уравнений вида 

Е (и) = 0, (Б.30) 

где L = D" + ри"! + ри-з0"-2 + +++ + ра + pyD 4- po, (Б.31) 
а коэффициенты р, являются постоянными величинами. Каждому 
оператору [, поставим в соответствие некоторый многочлен вида 
Р (5) = 5" pp_s8™! + Рп-15"-2 + +. + + ра? + prS+ po, (Б.32) 


так что Р(р) = О" + р, 10"! + pp_D™? + +--+ рз0® + р) + Ро. 


(Б.33) 
Назовем Р (2) операторным многочленом и перепишем уравне- 
ние (B.30) как 
Р (р) и=0. (Б.34) 
Поскольку 
Des* = se*, — [?езх = ste, ..., Dmes* = stes*, 
TO P (D)e* = P (5) es*. (B.35) 


При этом Р (5) обычно называется характеристическим много- 
членом, соответствующим операторному многочлену Р (р). Из 
соотношения (Б.35) следует, что если 5„ является корнем много- 
члена Р ($), то функция ехр (Sx) будет решением уравнения 
(5.34). Поэтому если многочлен Р (5$) имеет п различных дей- 
ствительных корней $1, $», ..., 5», ТО каждая из функций 


ei, fa, еп” 
является решением уравнения (Б.34). Поскольку эти функции 


линейно независимы, общее решение уравнения (Б.34) будет 
записываться в виде 


и = сем" + сле" +... + спе”и”, (Б.36) 


где с, — произвольные постоянные. 
Обратимся, например, к уравнению 


и” — Зи’ + 2u =0, (Б.37) 
которое можно переписать как | 
(р? — 3D + 2) и=0. (Б.38) 


Соответствующий характеристический многочлен имеет вид 
s? — 38s + 2 = (s — 2) (s — 1); 


корнями его будут значения s; = 1 и $ = 2. Поэтому каждая 
из функций ехр (х) и ехр (2х) является решением уравнения 
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(Б.37). Поскольку эти функции линейно независимы, общее 
решение уравнения (Б.37) можно представить как 


и = сле* + ce. 
_В качестве второго примера рассмотрим уравнение 
u" + 2u" — и’ —2=0, (Б.38) 
для которого соответствующий характеристический многочлен 
имеет вид 
s® + 2s? — 5 —2 = (s— 1) (s+ 1 (s+ 2); 
корнями его будут значения Ss, = 1, $ = —1 и sy = —2. Поэтому 
каждая из функций 
е, J oad 
является решением уравнения (Б.38). Так как эти функции ли- 
нейно независимы между собой, общее решение (Б.38) можно 
записать в виде 
и = cye* + сое"х + сзе”2х. 
Следует отметить, что в общем случае корни характеристиче- 
ского многочлена могут оказаться равными друг другу или ком- 


плексными. Рассмотрим эти возможности более подробно, начав 
со случая комплексных корней. 


`Случай комплексных корней 


Рассмотрим уравнение второго порядка, у которого соответ- 
ствующий характеристический многочлен имеет два комплексно 
сопряженных корня и + {Фив — iw, re p WH w — вещественные 
величины. Отметим также, что если один из корней характери- 
стического многочлена оказывается комплексным, то второй 
корень обязательно должен быть комплексно сопряженным 
с первым, поскольку сам этот многочлен (т. е. его коэффициенты. — 
Прим. перев.) является вещественным. Таким образом, каждая 


из функций 
е(и+о)х и е(р-4о)х 


будет решением исходного уравнения. Поскольку эти решения 
линейно независимы между собой, общее решение этого уравне- 
ния дается формулой 
и = сеичо)х + суеичю)х. (B.39) 
Используя равенства 
efx — cos ох Е Ёп ox, 
е19х — cos wx — isin wx, 


перепишем выражение (Б.39) в следующей вещественной форме: 
и = слей* (cos wx + i sin wx) + сьей* (cos ox — i sin ox) = 
= eM [(c, + C2) COS wx + #(с1 — сз) Sin wx], 
или и = ей (А cos ox + В sin wx), (Б.40) 
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roe А=с +c и В =i (cy — сз) — произвольные постоянные, 
которые можно считать вещественными. Формула (Б.40) показы- 
вает, что каждая из вещественных и мнимых частей обеих функ- 
ций exp [(в + io) x] и exp [(и —iw)x] является решением 
исходного уравнения. 

Отметим также, что решение (Б.40) можно переписать в сле- 
дующей более удобной для использования форме: 


и = ae** cos (wx — В), (Б.41) 
или и = ae sin (wx + 6), (B.42) 
где a=(A?+BYy2, BoarctgS, 0 В. 
Рассмотрим, например, уравнение 
u’ + weu ==0, (Б.43) 


соответствующий характеристический многочлен для которого 
записывается в виде 


Я + в. 


Он имеет корни 51, = +. Поэтому каждая из функций 
ехр (i@ x) и exp (—х) является решением уравнения (Б.43); 
точно так же решениями уравнения (Б.43) являются функции 
COS @pX H SiN ох, т.е. вещественная и мнимая части ехр (0%). 
Таким образом, общее решение уравнения (Б.43) можно пред- 
ставить в одной из следующих форм: 


и = A cos wx + В sin вх, 


или и = acos (вх — В), 
или, наконец, и = asin (вх + 0). 
В качестве второго примера исследуем уравнение 
u" 2 + Su =0. | (Б.44) 


Соответствующий характеристический многочлен имеет вид 
s+ 25 5 = $ +1 2i) (s+ 1 — 2i). 

Корнями его будут значения $1 = — 1 — 2i As, = —1 + 2i, так 

что каждая из функций exp (—x — 2ix) и exp (—x + 2ix) яв- 

ляется решением уравнения (Б.44). Аналогичным образом можно 

утверждать, что функции exp (—x) cos 2х и —ехр (—х) sin 2x, 

т.е. вещественная и мнимая части exp (—x — 24), также 


являются решениями уравнения (Б.44). Следовательно, общее 
решение уравнения (Б.44) может быть представлено в виде 


и =ех (А cos 2х + В sin 2x). 


В качестве третьего примера рассмотрим уравнение 


шУ — ви =0, (B.45) | 
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соответствующий характеристический многочлен для которого 
есть 


$ — wp. 
Корнями этого многочлена будут 51, з = Е Ури S344 = Ei VY в. 
Это означает, что каждая из функций 


, eV Mor е-Изох, ef Voor, ef Vourr 
или еИ я, e-VOx, cosyarx, ЗПУ, 
является решением уравнения (Б.45). Таким образом, общее 
решение уравнения (Б.45) записывается в виде 
u=Acosy wx + Bsin 7 ax -+ CeV x + De-V ex, 
В качестве последнего примера исследуем уравнение 
ulV + Qu" + би" + 2и' + би = 0. (B.46) 
Характеристический многочлен для него имеет вид 
st 4.259 + 6s? + 2s + 5 = (s* + 1) (+ 2+ 5); 


корнями его будут S12 = +i, Ss = —l —2i, s = —l + 2i. 
Поэтому каждая из функций 


- e*, ef, ene: oe: 
или cosx, sinx, e*cos2x, e-*sin2x, 


будет являться решением уравнения (Б.46). Следовательно, об- 
щее решение уравнения (Б.46) может быть записано в виде 


и = Асоз х + Взтх + e* (С cos 2х + D sin 2x). 
Случай равных корней 
Рассмотрим уравнение 


и" — 2аи’ + au = 0, (Б.47) 
или ‘ (D? — 24D + а?) и = (р — а) и = 0. (Б.48) 
Соответствующий характеристический многочлен 
| (5 — а) 


имеет двукратный корень $ = а. Следовательно, мы имеем только 
одно решение экспоненциального вида, а именно функцию exp (ax). 
Так как уравнение (Б.47) представляет собой уравнение вто- 
рого порядка, нам необходимо построить второе решение, кото- 
рое было бы линейно независимым с функцией ехр (ах). С этой 


целью положим 
и = e*y(x). (Б.49) 
Поскольку 


Р (e**v) = vDe™ + Dv = ave + Dy = 
= ^^ (Du + aw) =e (D+ а) 
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и 0? (e#*v) = D [D (e**v)] = D [e** (D + а) v] = e* (D + а, 
TO ’ P(D) (cv) = e**P (D +-a)v. (B.50) 
При этом подстановка выражения (B.49) в (B.48) приводит к 


уравнению 
eD%y=0, или 0% =0, 

решением которого является функция о = с: + Cx. Таким обра- 
зом, общее решение уравнения (Б.47) есть 

= (С1 + сх) em. (B.51) 
Другими словами, функции exp (ах) и x exp (ах) представляют 
собой два линейно независимых решения уравнения (Б.47). 

В качестве второго примера рассмотрим уравнение 


(D — аи =0, (Б.52) 
У которого соответствующий характеристический многочлен 
($ — а) 


имеет корень 5 = третьей кратности. Это означает, что существует 
лишь одно линейно независимое решение уравнения (Б.52), 
которое можно представить в виде экспоненты, а именно функция 
exp (wx). Для того чтобы найти два других линейно независимых 
решения, подставим выражение (Б.49) в уравнение (Б.52), откуда, 
воспользовавшись формулой (Б.50), получим 


(р — аз и= (р — а) e* v(x) = e*D'v = 0. 
Таким образом, мы приходим к уравнению 
D*y = 0, 
общее решение которого имеет вид 
и = Cy + с + сз. 
Следовательно, общее решение уравнения (Б.52) можно записать 


как 
и = (Cy + сх + с3х?) em, (Б.53) 
о этом из формулы (Б.53) следует, что функции 
eM, xe, хзеах 


являются линейно независимыми решениями уравнения (Б.52). 
В качестве третьего примера исследуем уравнение 


\ (р —a)™u = 0. (B.54) 


Как и ранее, используя формулы (Б.49) и (Б.50), для функции 
получаем уравнение 
Ото = 0, 


решение которого есть 
= с, Hey - Cyt? + roe + сих". 
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Окончательно имеем 
WE (сл + сах ый - +. сих"). 

В качестве четвертого примера рассмотрим следующее урав- 
нение общего вида, характеристический многочлен которого 
имеет два кратных корня: | 

(D — a)" (р — a,)"v =0. (B.55) 
Уравнение (Б.55) можно переписать как 

(D — a)" [(D -- a)" и] =0. 
Отсюда следует, что ему удовлетворяет любое решение более 
простой задачи 
(D — "и =0. (Б.56) 

Поскольку операторы (D —a,)" и (р — а,)" обладают свой- 
ством коммутативности, уравнение (Б.55) можно переписать в 
виде 

(D — а." [(D — ва)" и] =0, 
Таким образом, уравнение (Б.55) удовлетворяется также с HO- 
мощью любого решения более простого уравнения вида 
| (D — a,)"u = 0. (Б.57) 
Общее решение уравнения (Б.55) представляет собой сумму 
общих решений (Б.56) и (B.57), содержащих (т -+ п) произволь- 
ных постоянных, т. е. 


и = OM (с; Cg +++ Е стх"-1) - ебых (Dy вых +. +b, x71), 
` (5.58) 


В качестве примера использования формулы (Б.58) рассмо- 
трим уравнение 
(24 — 802 + 16) и=0, или (D?—4)?u=0. (Б.59) 
Соответствующий характеристический многочлен (5? — 4)? имеет 
корни 
$; = 2. (двукратный корень) и 5. = —2 (двукратный корень). 
Тогда в соответствии с формулой (Б.48) общее решение уравне- 
ния (B.59) можно представить в виде 
и = (Cy + Cx) e%* + (by + вых) ==. 
В качестве второго приложения формулы (B.58) рассмотрим 
‘следующее уравнение с комплексными корнями: 

(D? + a2)? (D? + a2) u = 0. (B.60) 
Соответствующий характеристический многочлен д 
(s+ а)? (s? + 05) 

имеет корни 
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51 = @: (двукратный корень), 5. = — (двукратный корень), 
53 = id, (трехкратный корень) и Sy = —i@, (трехкратный корень). 
Поэтому общее решение уравнения (Б.60) записывается как 
и = (а, + ах) ef%* -|- (by + вых) е-х 4 
(Cy + сх + соб) еб (dy + ax + дуг) ео, 
или, в действительной форме, 
= (А, + Ax) cos ax + (В, - Box) sin ayx + (С, + Cyx + 
+ Cx?) cos ax + (р, + Dax + Dgx*) sin ах. 


Б.4. Частные решения неоднородных уравнений с постоянными 
коэффициентами 


Перейдем теперь к построению частных решений для уравне- 


ний вида 

Р (р) и =f (x), (Б.61) 
где правая часть } (х) может включать в себя экспоненты, триго- 
нометрические функции, положительные степени х и их произ- 
ведения. Частные решения такого уравнения, соответствующие 
функциям f (x) общего вида, могут быть найдены другими мето- 
дами, отличными от используемого здесь символического метода, 
например, с помощью метода вариации: произвольных постоян- 
ных, широко применявшегося в гл. 4—11. Ниже для обозначе- 
ния частного решения уравнения (Б.61) мы будем пользоваться 
следующей символикой: 


a и 


“= 0! (Б.62) 
Случай | (x) = exp (ax) 
Поскольку P (D) e%* = e%P (a), 


то при условии, что P (а) 0, частное решение (Б.62) может 


быть записано в виде 
ert 


1 
P= Fe: (B.63) 


Легко видеть, что выражение (B.63) является частным решением 
уравнения (Б.61), поскольку 


Ри РР] = = 
В случае если Р (а) =0, в выражение для Р (D) должен 
входить множитель (р — a). Мы предположим, что © есть корень 
кратности т для многочлена P (a); следовательно, в Р (р) будет 
входить множитель (D — a)”. Поэтому Р (D) = (р —а)"0 (р), 
где Q (а) 0. Тогда, используя формулу (Б.62), частное решение 
уравнения (Б.61) можно записать в виде 
Sop ей 
фаер“ = ora low 


u= 


#3]. 
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Поскольку Q (a) 0, то. 


1 вех 
т“ = Te 
Таким образом, 
и= gp th В == № вах B.64) 
(D—a)™@@)~ Ve) рат" ° (>: 


Воспользовавшись формулой (Б.50) для случая и = 1, из (Б.64) 
имеем 


“=e pa (1, (B.65) 


где выражение 1/D обозначает величину, обратную О, т. е. one- 
ратор однократного интегрирования по переменной х, тогда 
как выражение 1/D™ представляет собой оператор т-кратного 
интегрирования по х. Таким образом, 

1 1 Е 

pr (= ри = т, 
и, следовательно, частное решение уравнения (Б.61) в случае 
когда Р (р) = (р —a)"Q(D), где Q (a) == 0, будет иметь вид 


и => Ca ie 
~ Q(@) т’ 
поскольку 
вх. т 
(D—ay" Q(D)u=(D — an Q(D) | oF = 


=Q(D){(D — ayn ее} орт" =] е 


Случай f (x) = cos ax 

Поскольку 

D? (cos ах) = —a’cosax и D* (соз ах) = (—9@?)? cos ax, 
то 9 (2*) cos ax = Q (—a?) cos ах. 


Это дает возможность предположить, что мы можем найти нуж- 
ное нам частное решение, заменив во всех случаях, где это необ- 
ходимо, величину О? на величину —а?. Таким образом, частное 
решение уравнения 


Q (D*) и = cos ax | (B.66) 
дается выражением ^ 
1 
и 05 = ее (Б.67) 
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° при условии, что О (—a’) £0. ан 


9 (29 w= Q (D9) (FRA) = ео 9 (29 {cos ox} = 
_ O(—@*)cosax _, 
= ea) = COS ах. 


Важным частным случаем уравнения (Б.66) и решения (Б. oH 
является уравнение 


a+ «и = cos wf, (5.68) 
решение которого имеет вид 
и= ия » WFO. (B.69) 


В случае если О (—a?) = 0, описанную процедуру надлежит 
несколько видоизменить. С этой целью заметим, что 


cos ax = Re (e/**), 
так что уравнение (B.66) может быть переписано в виде 
Q (D*) (Ве и) = Re (==). 


Поэтому частное решение уравнения (Б.66) можно будет построить, 
если мы сумеем найти частное решение уравнения 


9 (Р*) и = ef (B.70) 


и затем отделить его действительную часть. Частное решение 
уравнения (Б.70) можно представить как 


Я у 
и = ое“. (Б.71) 
Поскольку теперь Q (—a”) = 0, то 
9 (2) =(D + №)" (D — ia)" Е (D*), 


где F (—a*) 0. Таким образом, решение (B.71) переписывается 
в виде 


НИ ПИНГ Ст ЗОВИ ВВ [ЕЕ efax| , 
(D + ia)” (D — м)" Е (03) (D— ia)" \(D + tay” F (D4) 
: (B.72) 
если выделить часть оператора, для которой знаменатель обра- 


щается в нуль. Выполняя в формуле (Б.72) действия в фигурных 
скобках, имеем 


eh de ИЕ See ba {e etax *}, 
(D — ia)” | (2ia)™ Е (— а?) (2ia)™ Е (—a%) (D— я 
откуда, используя формулу (Б.50) для случая у = 1, находим 
егах 1 те { (ax— 4 тя) 


2 
(1) 


= Bint Fa р" (= пытка шт‘ (873) 
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Отделяя в выражении (Б.73) действительную часть, получаем 
следующее частное решение уравнения (B.66): 
хп 1 
и Ест 8 (ах —>= тл) . (Б.74) 
Важным частным случаем формул (B.66) и (Б.74) является урав- 
нение 


fi оби = (D? + в) и= сов, (B.75) 
частное решение которого имеет вид 
t ie 1 
и — 56, COS (oot — > 2) = 36, ¢ sin Wot. (B.76) 


Случай f (x) = sin ax исследуется аналогичным образом. Так, 
частное решение уравнения 


Q (Р*) и = sin ах. (Б.77) 
дается формулой 
sin ax 2 
=, 0 (— a) 40. (Б.78) 


Если теперь О (—a?) = 0, мы можем искать частное решение 
таким же способом, как и в случае } (x) = с0$ ах, за исключе- 
нием того, что теперь мы будем выделять не действительную, 
а мнимую часть решения (Б.73). Так, например, частное решение 


уравнения 
(2? + а)" Р (2?) и = sin ax (Б.79) 
имеет вид , 
= bi ait 
i= абы sin (ax 5 mm). (B.80) 


Важным частным случаем формул (Б.79) и (Б.80) является урав- 
‚ нение 


й + оби = (D? + в) и= яп wot, (Б.81) 
частное решение которого записывается как 
1 1 1 
u=5,,sin (oot — л) = — gg, 1605. (Б.82) 


Если полином Р (О) явно зависит от D и 0», описанную про- 
цедуру также необходимо видоизменить. При этом вместо иссле- 
дования общего случая рассмотрим конкретное уравнение 


(D? + 2D + 3) и = cos ах, (B.83) 
частное решение которого может быть записано как | 


1 
и= реа 09S ах. (Б.84) 
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Заменяя в (Б.84) величину О? на —<?, находим 
1 

и 23 at COS ах. (Б.85) 

Преобразуем теперь правую часть формулы (Б.85) таким обра- 

зом, чтобы получить в знаменателе разность квадратов двух 

величин, одна из которых оказалась при этом равной D?. Для 

этого умножим числитель и знаменатель в (Б.85) на оператор 
2D — (3 — a’), в результате чего получим 

2D — (3 — а?) 2D —3+ a2 


“= QD +3—a¥) QD --3 par OS = apr B— aye COS OK — 
; 1 
=(20—3 + 92) Di Brahe 00% = 
= (22 —3 +0) ава = 
___2a sin ax — (3 — a) cos ax 
= af — 20249 
Случай f (x) = x", где т — положительное число 
Рассмотрим уравнение 
P (Б)и=х”, (Б.86) 
частное решение которого может быть записано в виде 
1 : 
“= By xm, (B.87) 
Разлагая функцию 1/Р (D) в ряд Лорана по степеням О, находим 
1 1 
и= РБ)" = ТЕ + AD + аа + +++ аъ" -- ++) д” = 
= (Fat pei toe tame to Sam 
ef eae FIORE FS de 
~ (m+ k) (m+ R—1)...(m +1) 
ayxmte-l 


Каз N im Pham et Е nen 
В качестве примера рассмотрим уравнение 
р (2+ 3+2 и=л. 
Тогда - 
1 1 


= 2 = oF 
р (0 + 3D + 2) 20(1+-3-D+ Ds) 


= 
= р [1 - (3 р 2) + (32+ 2), — 
со 4a 


1 3 7 15 
=3p (1-7 D+ 4-H + ) t= 
1 2.9 15 
= (55-ж+3=2- те: D+ )== 
1 3 7 15 
ет 


Отметим, что все члены ряда порядка выше чем О? дают нам 
нули, поскольку они воздействуют на функцию х?. Кроме того, 


постоянный член + в этом выражении может быть опущен, 
„поскольку его можно включить в решение однородного уравне- 
HHA. 
Общий случай 
Рассмотрим, наконец, уравнение 
(2? + 4a?) и = x* cos Зах. 


Поскольку Р (—a*) = 0, то мы можем найти его частное решение 
как действительную часть частного решения уравнения 


(D2 + 492) и = xeriax, 
Таким образом, имеем 


ров 2priax — 1 
итак = рф Ray 


Е ee x= ee (-F 
D(D + 4ia) 4ia \ D 


po + i x2 хз 1 
sien Vas Ale И НИЕ ЕСИ gle 
oT ys dia ( 3 — а за + золая”)› 
и, следовательно, 


и = Ве Геи (— ix? + 7am aa — tar) | > 


= ваз (42 — зи) 008 20x + = (*- Baz) sin ax. 


xreriax — 


— pit a eee ee —— 
=e tia — Teak + Sara + 
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Методнка Ньютона— Рафсона 387, 401, 403 
Многочастотное возбуждение 236—252 
использоваине метода многнх масшта- 


бов 239—246 
вы метода усреднення 246— 


прямое разложенне 236—239 
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Мода, 

акустнческая 440, 442 . 

при колебаниях мембраны 448 
Модуляция амплитуды и фазы 215, 417, 420 


форма 279, 391 
Неавтономная система 215 
Неаналитические функции 195, 204—207 
Невырожденное преобразование 428 
Нелниейные колебания 290 . 
Неограниченные решения 246, 268, 271 
для уравнения Матье 258, 260 
Неоднородные уравнения 407—491 
определенне 499 
с постоянными коэффициентами, их ре- 
шения 513—518 
свойства 505—506 
связь с соответствующим однородным 
уравнением 505, 506 
Неравномерная сходимость прямого раз- 
ложения 282 
Неравномерное разложение 40, 117, 122 
Неравномерность 40, 130, 147 
в разложенни 32 
для линейного осциллятора 147—152 
для простой краевой задачи 278—282 
для уравнення Дюффинга 122, 129 
для уравнения Ролея 163 
область 34, 40 
Несовместные уравиения 416 
Неустойчнвые движення 222, 228, 258, 261 
Неэлементарные функцни 397 
Нормальная форма Флоке 258, 262, 266 
Нормальное решенне 363, 367 


Haumenee вырожденная 


Область, 

бесконечная 329 

внешияя 297—300 

внутренняя 297—300 

конечная 289 

применимости 285, 288, 298. 

См. также Перекрывающиеся области 
Обтеканне бесконечной пластнны 15—17 
Обыкновенная точка диффереициального 

уравиення 346, 348, 349 

решения вблизи нее 349—351 

Ограличениые решення уравнення Матье 


Однородное ди’ 
определение 499 
с постоянными коэффициентами, реше- 
ния 507—513 
свойства, 501—505 
Оператор 500 
коммутатнвный 512 
сопряженный 460 
четвертого порядка 459 
Операторный метод 148 
Операция, не обоснованная 41, 280 
Определяющее уравненне 352 
Особая точка, 
нзолнрованная ‘ais 
иррегулярная 
ен оная nee 363—375 
классыфикация 348— 
на бесхонечностн 361—363 
регулярная 349, 426, 450 
решення вблнзи нее 351—363 
‘устранимая 
Осциллятор с самовозбуждением 161—173 
использование метода многнх масшта- 
бов 167—170 
использованне метода перенормнровки 
165—167 | 
использование метода усреднения 170— 


162—165 


ренциальное уравнение, 


прямое разложенне 
Парабола 144 


Параметр 20, : 
безразмерный 11, 12, 13—14, 15, 17 
в уравнении Дюффинга 117 
малый, при старшей производной 276— 


344 
Параметр расстройки 42, 213, 219, 225, 
240, 241, 270, 419, 442 


в случае первичного резонанса 225 
в Pit da субгармонического резонанса 


в случае 
нанса 219 
для акустнческих волн в канале 442 
для гироскопических снстем с пара- 
метрнческим возбужденнем 419 
для уравнения Матье 270 
при комбинационном резонансе 240, 241 
Параметрнческое возбужденне 253 
гироскопической системы 417—420 
системы с’двумя степенями свободы 275. 
См. также Уравнение Матье 
Первнчный резонанс 238 
исследование методом многнх масшта- 
бов 224—228 
следование методом усреднения 232— 
3 


супергармоннческого peso- 


определенне 211 
Tepexnoyenue с одного разложения на дру- 
гое 
Перекрывающиеся области 285—289, 297, 


Перенос граничных условий 438—439, 446 

Переходная Xapanrepacrana 154, 158, 160, 

Переходные кривые 262—274 
перноднческие 261, 262 

Периоднческое решение 124—126, 154, 164 
в случае ‚первнчного резонанса 227 
в случае субгармонического резонанса 


в сучае супергармонического резонанса 


произвольной нелинейной системы 198 
уравнення Дюффинга 127—129, 131, 132 
Уравнения Матье 258—259 
см. также Предельный цикл 
Пограничный слой 281 
внутренний 313—317, 334, 339—341 
высшне приближения 300—305 
определяющие уравнения 17 ~ 
Подобные матрицы 257 
Подыитегральное выражение, 128 
разложение в ряд 58—62 
Полнномы Лежандра 115 
Полная энергия 123—124 
Положение равновесня 116, 174, 194 
Порядок, 
величины 9 
днфференцнального уравнения 499 
члена 36, 224 
Правило Крамера 244, 411 
Правило Лопиталя 22—23, 64 a, 
Преобразование, 
интегрального уравнения к снстеме ал- 
гебраических уравнений 478—479 
невырожденное 397, 428, 461, 472 
обратное 429 
регулярность 399 


Преобразование МЛангера 276, 380, 390, 
396—400 

Преобразованне Лапласа 57, 67 

модифицнрованное 392 

Преобразование Лиувилля— Грина 380, 
383 — 385, 397, 398 

Преобразование астяження 276, 282, 
292, , ЗЫ, 314, 318, 321, 326, 
335, 390 


См. также Внутренияя переменная 
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Преобразование сжатия 329, 330 
Преобразование Фурье 57, 
Преобразование Эйлера 29, 
Приведенная масса 13 

Признак Даламбера 18, 26, 27, 59, 61, 65, 


145° 


67, 71, 73, 151, 152, 347, 351, 354, 
360, 369, 372 
Прннцнй асимптотического сращивання, 


См. Сращнванне 
Принцип сращивания Ван-Дайка 303—304 
Принцип суперпознцни 119, 120, 183, 
96, 421, 501, 504 
Производная по’ направленню 98 
Промежуточная переменная 289 
Промежуточное разложенне 284, 287, 289 
для простой краевой задачн 302—303 
Пружина 10, 11, 146, 174, 175 
Прямое разложение 117, 147, 162, 175, 
195, 209, 236, 253, 277 
в задаче для уравнения Дюффинга в слу- 
чае вынужденных колебаннй 20‘ 1 
в задаче об акустических волнах в ка- 
нале 438—442 
в задаче о многочастотном возбужденнн 
236—239 
для лннейного осцнллятора 147—148 
Аля riporanontuMs нелинейных снстем 


для простой краевой задачн 277 

для снотем с квадратичнымн нелинейно- 
стями 175—178 

Mia притонометрическов функцин 149— 


для уравиения Дюффинга 117—123 
ения Матье 253—255, 262 
ения .Рэлея 162—165 

для экспоненты 149 


причины несостоятельностн 127, 151, 
152, 163—164 
Раднальная нагрузка 14, 15 
Разделенне переменных 123, 126, 168, 
188, 205, 306, 308, 327, 336, 379, 
384, 398 
в задаче о колебаннях мембраны 447 


® задаче об акустическнх волнах в ка- 
mane 439—441, 443 
Разложение 17—20 
неравиомерное 32, 122 
перекрывающееся 285 
подынтегральных функций 58—62. 
См. токже Асимптотическое разложе- 


ние, Внутреннее разложенне, Виеш- 
нее разложение 
Растянутая переменная 276, 282, 292 
См. также Виутренняя переменная 


Расшнренная матрица 410 
Резонанс 134, 23 
одновременный 241,. 251, 252 
см. также Комбннационный резонанс, 
№ Первичный резонанс, Субгармоничес- 
‘кий резонанс, Супергармоннческий ре- 
зонанс 
Резонансные частоты 209, 211 
Рекуррентные соотношения 350, 354, 360, 
65, 367, 369, 371 
Решенне в dopue фробениуса 353—355; 
361, 366 


Ряд, 
См. Асимптотнчеекий ряд, Геометриче- 
ская прогреевия, Ряд Тейлора 
Ряд Лорана 347, 517 
Ряд Tedsopa 18—19, 58, 60, 61, 81, 82, 
83, 85, 88, 92, 93, 107, 116, 132, 


166, {19,° 346—347, 349, 351 
для косннуса 149—152 
для экспоненты 149, 150 


разложение с целью переноса гранич- 
ных условий 438—439, 446 

Ряд Фурье 119, 198, 200, 201, 448, 482 

Aaa тригонометринеских функций 494— 


Самосопряженный 433, 436 444, 484 
алгебраическая система 479 
днфференциальное уравнение четвер- 
того порядка 454—455, 464 ` 

задача для уравнення в частных пронз- 
водных 482, 483 

задача с внутреиннын граничными усло- 
внямн 475—476 

ннтегральное уравненне 477 

матрнца 412 

оператор 427, 460 

система дифференцнальных уравненнй 
второго порядка 424, 430 

система уравнений первого порядка 470 

Уравнение с регулярной особой точкой 

449—450 

Седловая точка 98—101, 105-107, 108, 124 

Секулярные члены 123 
более сложный BHA при увеличенин по- 


рядка 148 
их нсключенне 130, 138, 153, 155, 157, 
158, 180—182, 193, 200, 407 


в решеннн для пронзвольной нелиней- 
ной снстемы 198 
в решеннн для систем с квадратичными 


нелннейностями 1805, yap 188 3) 
в решенни уравнения Дюффинга , 
130 133, УР35 


в решении уравнення Матье 263—266 


в решенни уравнення Рэлея 164, 
166, 168 
в случае вынужденных колебаннй 


для уравнения Дюффинеа 21 
не прнводящие к неравномерности 289 
Сепаратрнсы 124 
Снла ннерцин 11 
Символнческий метод 513—518 
Символы порядка 24—25 
Сныметричная матрица 412, 479 
Симметричиое ядро 477 
Симметрия 435, 448 
Снстемы с квадратнчкыми нелннейностями 
174—194, 236, 250 
прямое разложение 175—178 
ние методом многих масштабов 182 — 
д + 


решение методом перенормировкн 178— 
180 


решение методом усреднення 185—186 

решение обобщенным методом уередне- 
ння 186—190 

решенне с помощью методнкн Крылова — 
Epsouioboes — Митропольского 191— 

решенне с помощью методикн Линдш- 
тедта—Пуанкаре 180—182 

случай ненулевого внешнего воздей. 
ствня 233—235 

См. также Многочастотное возбуждение 

Системы со слабой нелннейностью общего 

вида 195—207 


прямое разложение 195—197 
решение методом многнх масштабов 
199—200 


peace методом перенормировки 197— 


_ решение методом усреднення 201—202 
Скачок характеристикн 221, 222, 227, 228 
Собственное зниаченне матрнцы 257, 258 
Собственный вектор матрицы 257 
Составное разложенне 298—300 - 
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для задачи с двумя пограничными слоями 
4— 
wig педачи с точкой поворота 313, 316, 


для многозонной задачи 328 
для нелннейной задачи 333 
для уравнення с переменными коэффи- 
циентами 307, 310 
для уравнения е постояннымн коэффи- 
циентами 304—305 
Составное тело 473 
Сращивание 
в многозонной задаче 327—328 
основная идея 285—289 
принцип 286 
промежуточное 289, 302—303 
сравненне промежуточного и прямого 


См. также Приицип сращивания Ван- 

Дайка 
Сращнванне внешнего и внутреннего раз- 

ложений 

в задачах с точками поворота 392—395 

в многозонной задаче 327—328 

з простой краевой задаче 302—304 

для задачи с двумя пограничнымн слоями 
319—324 

для еланевнов задачи 332—333, 337— 
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для уравнений с переменными коэффи- 
цнентамн 307, 309—310, 312—313, 
315—316 
Стационарная точка 70, 85, 87, 88, 91, 92, 
93, 94, 98, 124, 373 
вклад в главный член 94 
Стационарное решенне 154, 216, 221, 241 
Стержень, покрытый оболочкой 473 
Стоксовы линин и поверхности 276 
Субтармонический резонанс 213—219, 238, 


определенне 216 


Субнормальное решение 363, 367—369 
Сутергармонический' резонанс 219—222, 
31—232, 238 


определение 216 
Существенно особая точка 20, 349 
на бесконечности 363, 364, 370 
решения вблизн нее 363—375 
Сходнмость 27 
аснмптотического. pane 31 
неравномерная 28: 
радиус 347, 349 . 
см. также Признак Jasam6epi 


Тензормая запнсь 479 
Теорема Коши 89, 97, 103 
Теорема существования 500, 503 
Теория Флоке 253, 265—262, 267 
Теплообмен в канале 402, 406 
Течение 
вблизи волиистой стенки 489 
ламинарное 402 
сжнмаемой жндкости 465 
турбулентное 406 
ем. также Акустические волны 
Течение Cmoxca—Oseena 17 
Точка ветвлення 103 
Точкя перегиба 81 
Точкн перехода 276, 383, 389 
Точное решение 
алгебраических уравнений 38, 41 
в случае линейного осциллятора 148—152 
для простой задачи на собственные зна- 
чення 279 
уравнення Дюффинга 123—129 
Точность асимптотнческоге ряда 28—29 
Точность решення, построенного по методу 
возмущений 387, 388. 401, 403 


Траекторин 124—126 
Транспоннрование 411, 468, 471 
Траисцеидентные уравнения 51—54 
Тригонометрнческие формулы 492—498 
Ударный слой 276, 334, 341 
Упругие волны 438 
Уравненне Бесселя 
в нормальной форме 380 
моднфнцированное 377 
п-го порядка 378, 447 
нулевого порядка 360 
Уравнение Ван-дер-Поля 162, 172 
см. также Осциллятор с самовозбужде- 
ннем 
Уравнение Дюффинга 116—143, 175, 198, 


вариацня произвольных постоянных 
139—141 


прямое разложенне 117—123 


решенне методом многих масштабов 
133—139 
решение методом перенормнровкн 132— 


решение методом усреднения 141—143 
решеине с помощью методики Линдш- 
тедта— Пуанкаре 129—132 
случай вынужденных колебаний 208—235 
точное решеине 123—129 
фазовая ‘илоскость 124—125 
явление скачка 221—222, 227—228 
Уравненне МЛиувилля 380 
Уравнение Матье 253—275 
прямое разложение 253—255 
решенне методом многих 
268—272 
ешение методом растянутых парамет- 
i pos 262—266 и a 7 
решение методом Уиттекера 266—268 
решение методом усреднения 272—274 
Уравнение Рэлея 161, 165, 199, 203 
случай вынужденных колебаннй 234 
см. также Осциллятор с самовозбужде- 
нием 
Уравнение Эйлера 351—353, 355, 358, 359 


масштабов 


: Уравнение Эйри 391, 396, 399, 404 


Уравнення Коши—Римана 97—99 
Уравнения Навье—Стокса 15, 16, 300 
Уравнения с большнм параметром 379—406 
ВКВ-приближение 380—38. 
задачн на собственные значения 385—389 
задачи на собственные значения с Точ- 
ками поворота 400—404 
преобразованне Лангера 396—400 
npecdpas нне Лиувилля—Грина 383— 


случай медленно меняющихся коэффн- 
циентов 389 
Уравнения с медленно меняющниися ко’ 
эффицнентамн 389 
Уравнения с постоянными коэффицнентами 
неодиородные. 513—518 
однородные 507—513 
Уравнення, совместные 408, 409 
Условия зрешнмостни 290, 407—491 
в случае общей краевой задачн для си- 
стемы дифференциальных уравнений 
первого порядка 469—473 
для алгебраических уравненнй 408—414 
для граничных условий общего внда 
426—432 
для дифференциального уравнення чет- 
вертого порядка с граничными усло- 
внями общего вида 459—462 
для ннтегральных уравнений 476—479 
для системы дифференциальных уравне- 
ний с внутренними граничными усло- 
виями 473—476 
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для системы обыкновениых дифферен- 
циальных уравнений 466—469 
для снстемы обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений второго порядка 
420—432 
для системы уравнений четвертого по- 
рядка 452—459 
для уравнений в частных пронзводных 
479—484 
достаточность 478 
простой модельный пример 421—422 
Успокоитель колебаний 146 
Устойчивость 
пограничного слоя 407—408, 490, 491 
пространствеиного течения 455 
См. также Переходные кривые 
Устранимая особая точка 376 


Фазовая плоскость 
для уравнення Дюффинга 124—126 
для уравнения Рэлея 164, 165 
Формула Грина 427, 431, 436. 460, 462, 
481, 483 
Формула Лагранжа 427 
Фундаментальная система 
Функцин Бесселя 
асимптотнческне разложения 
374, 378, 403 
мы представление 


решений 504 
113—114, 
102, 373, 


модифицированные 377 

п-го порядка 448 

нулевого порядка 30, 102—104, 360— 
361, 369—374 

нулн 51—66, 448 

первого порядка 357—360, 378 

порядка 1/2 404 


порядка 1/3 402, 404 
Функция, дополннтельная 506 
Функцня тока 455 
Функцин Эйри 391, 395, 402 
второго рода 115 
интегральное представление 104, 392 
первого рода 104—108, 113 
связь с функцнямн Бесселя 402, 404 


Характерастический показатель 259, 261, 

Характеристнческий полином 507—513 

Характерный предел 297, 306, 309, 311, 
15, 318, 321, 330, 335, 341, 343, 393 

случай нескольких характерных пре- 
делов 325—328 


Целые степени параметра 38 
Центр, притягнвающнй 12 


Частота 
нелинейной снстемы 178, 198 
собственная 10, 175 
ARE RET EOP интегрированне 335, 387, 401, 
Число Рейнольдса 17 


Экспоненциальная форма разложения 381 
Электромагнитные волны 438 
Электрон 9 
Элементарная функция 397 
Эллиптнческий ннтеграл 

второго рода 110 

первого рода 59, 127 
Эрмитова матрица 412 


Ядро, вырожденное 478 
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